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Vorwort. 



In den nachfolgenden Blättern gebe ich eine Grund- 
legung der Variations-Theorie, die sich von der bisherigen 
Behandlurigsweise dieser Wissenschaft nicht bloss dem 
Grade , sondern auch der Art nach unterscheidet. Denn 
in ihr ist der Beweis geführt, dass Alles, was man für 
eigenthümliche Variations - Operation ausgiebt , nichts 
Anderes ist , als totales oder partielles DifTerenzial. Wird 
dadurch einerseits die Methode einfacher, leichter und 
natürlicher , so wird auch andererseits das Verständnis^ 
der Wahrheit eröffnet, und die dem Variations -Calcul 
gebührende, aber im Systeme der Wissenschaft so lange 
Zeit • hindurch schwankend gebliebene Stellung nachge- 
wiesen und befestigt. 

Die Methode, die ich bei Behandlung dieser schwie- 
rigen Probleme gewählt habe, ist die kritisch unter- 
suchende: aie beginnt unscheinbar, wie die im Hochland 
entspringende Quelle ; durch Zuflüsse genährt und in 
stetem Wachsthum begriffen, wird sie endlich ein be- 
fruchtender Strom, reichlich im Stande, das anfangs 
Fernliegende, scheinbar Unfassbare, zu erfassen und 
zu begreifen. Diese Methode habe ich absichtlich ge- 
wählt,, damit Allen, die mit . der Wissenschaft auch nur 
einigermassen vertraut sind, der Zugang zu diesen sonst so 
abstrusen Untersuchungen erleichtert und geebnet werd^e^, 

Variation beschäftigt sicjx mit Unter suchung * über 
Maximum und Minimum. Das allgemeine Criterium ist, 
dass für sie das erste Differenzial der gegebenen Function 
gleich Null wird. Ich weiss wohl , dass ausserdem noch 
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das erste Differenzial gleich Unendlich gesetzt und ex- 
perimentirt werden kann, ebenso, dass wenn für die 
gefundenen Werthe auch das zweite Differenzial gleich 
Null wird , die dritten und folgenden Differenzialien unter- 
sucht w^erden, wie diess die Idee der exacten Theorie 
verlangt. Der Idee nach kann diess auch leicht .fest- 
gehalten werden, um so mehr, als die. daraus fplgendep 
Operatipnen die nämjichen bleiben , wie bei der ge^völui- 
liphen ßehandlungs^veise des ersten Differpnzials, In 
gegenwärtiger Schrift habe ich aber jederzeit das erste 
Differenzial bloss gleich Null gesetzt und demgemäss 
die Untersuchung fortgeführt, theils um ermüdende Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, theils auch, weil die wirklichen. 
Variations - Probleme dieser Untersuchung schon durch 
das einzige Criterium, welches das erste Differenzial 
gleich Null setzt, vollständig gelöst werden. 

Die bei der Untersuchung gebrauchten Zeichen 
erklären sich wohl von selbst Für die totalen Dif- 
ferenzialien sind, wie es gewöhnlich ist, die stehenden 
d, d^ etc., für die partiellen die geschwungenen 8,8* etc. 

gebraucht, so dass z. B. ^ dy den Ausdruck bedeutet, 

der gefunden wird , wenn z als Function beliebiger Ver- 
änderlicher (xy y, Vy w . .) bloss so differenzirt wird, als 
ob y allein veränderlich wäre. Entsprechendes gilt von 

g-dx, g- <fci ^-g- dxcfcetc. Diese Bezeichnungsart ist 

auch schon von Andern vielfacli gebraucht wx)rden. 

AUe übrigen Punkte, die etwa noch zu erörtern sein 
möchten, sind in der Untersuchung selbst hinlänglich 
besprochen und erledigt worden. 

Würzburg, 6. Januar 1861. 
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Veher Wesen und Inhalt des Variations^Caleuls. 



« ■ 

§ 1. 

Die Grundlegung der Theorie der Variations- Rechnung be-*: 
ginne ich mit der Aufzählung ihrer Probleme und der zur Lösung 
derselben unternommenen Versuche 9 da auch hier wie anderwärts 
aus der Entwicklungsgeschichte der Wissenschaft am leichtesten 
eingesehen wird, was sie will, und mit welchen Mitteln sie die 
ihr gegenüber stehenden Schwierigkeiten überwindet. Dieser 
Prozess, in welchem sich der Variations-Calcul allmälig zur selb- 
ständigen Wissenschaft ausgebildet hat, ist zwar schon öfter, 
namentlich seit Lagrange, dargestellt worden; doch dürfte eine 
wiederholte Behandlung desselben Gegenstandes nicht überflüssig 
sein, da die Aussprüche über Inhalt, Begriff und Wesen des 
Variations-Calculs bei einigen Schriftstellern dunkel und unbe- 
stinmit, bei andern aber geradezu widersprechend sind, so dass die 
Thatsachen selber vorliegen müssen, wenn das Urtheil unbefangen 
und frei bleiben solL 

§ 2. 

Der Variations-Calcul beschäftigt sich, wie bekannt, mit Auf- 
findung von Functionen, die als solche, d. h. für alle Werthe 

der in ihnen enthaltenen Veränderlichen irgend eine gegebene 

1 



Function jbu einem Maximum oder Minimum machen, während 
die im Differenzial-Calcul vorkommende Theorie des Maximums 
oder Minimums die einzelnen Werthe einer Function heraus- 
stellt, welche diese zu einem Maximum Minimum machen. 

Das Problem über Maximum Minimum ist also beiden Wissen- 
Schäften, dem Differenzial- und dem Variations-Calcul, gemein- 
schaftlich; was sie beide unterscheidet, das verhält sich so, wie 
sich in der Algebra bestimmte und unbestimmte Gleichungen 
zu einander verhalten. Wenn die ersteren für die unbekannten 
Grössen je nach dem Grade der Gleichungen einen oder mehrere 
bestimmte Werthe liefern , so geben die unbestimmten Gleichungen 
unendlich viele und continuirliche Werthe der Unbekannten, oder 
vielmehr eine Endgleichung von wenigstens zwei veränderlichen 
Grössen, d. h. eine Function abhängiger Grössen, die sich mit 
einander ändern, so dass nicht mehr ein einzelner bestimmter 
Werth, sondern ein System unendlich vieler Werthe der Ver- 
änderlichen als Resultat auftritt. Diess ftndet nun auch b^i den 
Problemen des Variations-Oalculs statt, virährend dife Maxihna 
Minima Probleme des Differenzial-Calculs nur einsselne bestimmte 
Werthe der Veränderlichen geben, gerade wie die besthnmten 
Gleichungen der Algebra. 

§ 8. 

Nun war schon durch F er mal die gewöhnliche Lehre vom« 
Grössten Kleinsten in eine allgemeine Methode gebracht^ auch 
war schon von Leibniz der sichere Algorithmus defi Differenziren£H 
für die Behandlung dieser Lehre geschaffen, als Newton ira 
Jahre 1687 ein neues Problem aufstellte, nämlich „die Ourve zu 
finden, die durch die Umdrehung um ihre Axe einen Körpet 
beschreibt, der, wenn er sich in einem flüssigen Mattel nach der 
Richtung seiner Axe bewegt, den kleinsten Widerstand findet." 
Diess ist von der gewöhnlichen Lehre des Maximums Minimums 
verschieden; denn es handelt sich nicht um einen odei; mehrere 
ausgezeichnete Punkte einer gegebenen Curve, sondesn um eine 
er^t zu findende Curve selber, und. in dieser nichit um ^ineiL 



iDdei* iiM&rare Pan&te;, sondiern um alle Punkte in ihr* Deoai das 
MkiiQiuiD des Widierstahdes soll für den ganzen Botationskörper 
gelten, dessen Oberfläche nicht durch einen oder mehrere ^ Bonr 
dem durch alle Punkte der verlangten Curve bestimmt wird. — 
Newton löste auch dieses Problem , verschwieg jedoch die 
Metliodey die er dabei aBrwa&dte, und die «xflrbhbat von der 
gewöii!iificlien'Diffei'^iiBial**]ilethode verschieden war» 

Bald darauf gab Joh. Bernoulli seinje bjerühn^te Aufgabe 
über die Brachystochrone, d. h. die Linie des schnellsten 
Falles, und forderte 1696 die Mathematiker auf, auch ihrerseits 
die Lösung dieses Problems zu versuchen ,. was denn auch von 
Leibniz, Newton, Jak. Bernoulli und Andern geschah. 

Man fand die Cycloide als die Linie, die dem schneUsten 
Falle entspricht, aber durch ein Verfahren, das sich wie der 
daipal^ Differenaial-Calcul am Anfange auf unendlich kleine. 
Grössen gründete, dann auf fremdartige, vom Differenzial- 
Calcixl abweichende Beflexionen überging und endlich das Besultat 
wieder in den gewöhnlichen Differenzial- Operationen gab. 

Hierauf schritt man zu verwickeiteren Aufgaben, zu den 
sogenannten isoperimetrischen Problemen, die darin bestehen, 
Curven zu finden, die unter allen Curven von gleicher Länge 
irgend eine verlangte Function zu einem Maximum Minimum 
machen, Untersuchungen, an denen sich die beiden Bernoulli, 
Taylor und Euler betheiligten. 

Jak. Bernoulli gab zuerst ein solches Problem, und schon 
^lai^bte sein Jüngerer Bruder Joh, Bernoulli, es gelöst zu haben, 
als es sich zeigte, dass die gegebene Lösung irrig war. Jak. 
Bernoulli bewies in seiner Schrift: Analysis magni proUematis 
isoperimetrici f dass man bei solchen Aufgaben, statt wie im 
Di£Perenzial- Calcul zwei, nothwendig drei aufeinanderfolgende 
Seiten der Curven in Betracht zie)^en müsse, d» olme diese Cor» 
rectur die Besultate unsicher werden. Selbst Euler irrte sich 
später in der Behandlung des Problems der Brachystochrone im 
vriderstrebenden Mittel, ein. Problem, dessen richtige Lösung er 
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erst in seinetn 1744 etsclüenenen 'W«rb) : > 1^^ 

Kneas ewvas , maximi .rninimite' praprietcUe^tgm^ideides-^'iax gebi^ 

im Stande vr^r, • • '• • •—.:■•..• .- «i» .•! .fl-tti 

« Dass Probleme , bei deren Behandking ^wei so hebrvonitg^ndtf 
Mathematiker ) wie Johr iBernkMiIli.lündKiEftiilerv Srrea >]toildte% 
eigenthümliche und grosse Schwierigkeiten haben müssen, ist 
einleuchtend. Die Auhösüngen,* üie ' zuletzt Euler" in gieine^i. 
erwähnten Werke giebt, beruhen ^mielir auf individuellem Räsonne- 
ment, als auf gleichförmigem CaTcul,* und die Verfahrühgs^^eise 
ist so eigenthümlich , dass es unmöglich wu*rf,.von ihr eine kurzQ 
Analyse zu geben, daher diess bei Euler selbst nachgelesen wer- 
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den muss. ; ; < » ! 

Dessenungeachtet bleibt Eulers ' Werk • ewig denkwürdig , ji^ 
unsterblich — die reichste und aufegebetitetete Fundgrübiö dljr' 
schönsten Anwendungen, der Abschluss aller Theorieh-, die voii' 
Leibniz und Newton an bis auf Etiler versucht und aufgestellt 
worden waren, und endlieh die Schatikattimei* %6Mgeo(rdrietÖr,' 
in allgemeinen und unwidersprechlich sicheren Diffetrenzial-Qpera- 
tionen gegebener Resultate, -r- Eine pag* 56 dieses Werjtes .ein- 
gestreute Bemerkung: jjdesidercUur itaque methodm^ a resoli^tio^ 
geometrica et lineari Überaß qua pateat m tali investigattQne m^mf, 
minimive loco Pdp seribißeberi — pdP^^^ gab Veranlasspn^,, di^g, 
Lagrange eine von jeder geometrischen ..Betr^htuj;ig . una;bt 
hängige, auf allgemeinen Algorithmus gegründete Theorie der 
Variations- Rechnung gab, die aber damals noch' nicht 'äo' ge- 
nannt wurde, da erstspätei* Euler diese Benennung einführte üiid 
gebrauchte. .... 

' " • • • * • . 7 « • . * ^ * 

Findet man nämlich, um die Euler'sche Bezeichnung bei- 
zubehalten, bei DüFerenzirung des Ausdrucks fVdx^ worin ^ V 

eine Function von x^ y, p, g, r..^ iat: (p zs: -^\ gDi^^; 

r = ^ . . ) dfVdx = f(Mdx + Ndy r^, Pdp + Qdg J^- . .),dx_ 
(worin Jlf, N; P, Q.. die Co€ffioienten vou 'äa^j d^yle^) dqK : 



"beiieblinen)^ < ed' ■ giHbt 4lie «ii£ gewöhnHohi^ IHfferenzial A> Operdtio- 

fie]i^'gelDTa4shte';ßl^iohim'gt • .» ■• . ' . . 

die've]fkingteiCtir.Me* Diese; Fonnel haitte Euler .Aufgestellt; aber 
er vennisste noch den allgemeinen analytischen Bei^yeis dafiir^ 
den nun Lagr^ge , lief ip*te 9 abei; dabei eigen thümliche 
yariat;ops - PperÄtipnen. mt :deni Zeie d: anwandte. : 



' ' Bnler, der dieseii -Beweis im Jahre 1755 von Lagrange 
erhielt, ward dadurch auf's Höchste überrascht, und spendete dem 
jtigendlifchen Mathematiker das unbedingte Lob," dass seine Auf* 
'156tthg des* Problems nichts mehr zu wünschen übrig lasse. 

Allein die Begründung der Lagrange'schen Theorie hatte 
ihre bedeutenden Mangel, und wahrscheinlich war es das Lob, 
das Euler zu frühzeitig gespendet, das ihn selber nicht ruhen 
liess. Im Jahre 1764 erschienen von ihm zwei ausführliche Ab- 
händlungen über den Variations-Calcul (in denen er diesen Namen 
zuerst gebrauchte), die er später 1770 erweiterte und dem dritten 
Theile seiner Integral - Rechnung einverleibte. Damit nicht zu- 
frieden, gab er 1771 eine neue Abhandlung heraus, und brachte 
durch Einführung neuer Veränderlicher das Verfahren in eine 
mehr naturgemässe, in blossen Differenzial-Operationen bestehende 
Metliöde. 

Auch ](jagrange Jiess es seinerseits nicht bei seinem ersten 
jugendliche^ Versuche berul^en, sondern bildete seine Entdeckung 
weiter aus, und gab endlich, ein halbes Jahrhundert später, in 
der 21. und 22. Vorlesung seiner Functionen -Theorie das ganze 
Lehrgebäude der Variations - Redbnung in meisterhafter Kürze 
«nd BündigkeH, x)hne jedioch alle! vöi-handen^e» Schwierigkeiten 
•hebeä au könneio. 

WsiB seit dieser Zeit geleistet worden ist, übergehe ich, da 
es lüfeht die Grundleguh^ und das Wachsthum, soddern den 
mdhr gehindeüen Ausbanoi der Wissenschaft betrifft. Dabei ist 
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Tsn bemefkeni, dABS d^r Gegenstand unter Jbet Hand 4im so ^ddgeir 

wurde, je mehr man ihn abrunden wollte ^ und das8 i>£lett, w^in 
schon Alles geglättet und vollendet schien, bei neuem Eingehen 
ganz unerwartete Unebenheiten zu Tage kamen, wie die Unter- 
suchungen von Jacobi, Poisson, Dirksen, Ohm^ Strauch 
und Andetli zeigen. 

Diese Unebenheiten und Bisse wachsen immer mehr und 
mehr und scheinen sich zu wahren Klüften i^rweitern zu wollen, 
wie Jeder weiss, der sich mit dem Gegenstande vertraut gemacht 
hat. Es ist fast überflüssig, das folgende Bekenntniss von Strauch 
(I, 164) anzuführe?! : „Es ist ersichtlich; dass jene Mathemfitiker 
ihre Lrrthümer begingen, weil sie über das, was sie unternahmen, 
nicht mit sich selbst klar waren, weil. sie. ohne alle Unisicbt, 
Ueberaicht und. Erfahrung zu Werke gingen ♦ . • Der Ausdruclp, 
den sie für den esten Mutati ons-Coefficienten bekommen (der 
Verfasser setzt Mutation statt Variation, ändert aber sonst nichts 
Wesentliches im Variations-Calcul), ist durch die Zufälligkeit 
des; Calculs jedesmal richtig, während der Ausdruck der Mutations- 
Coefficienten der zweiten Ordnung, wenn sie ihn festgestellt 
hätten, in den meisten Fällen falsch sein würde.^ Diess und 
Stärkeres ist im Werke selbst, dem ausführlichsten, das über 
Variations-Calcul erschienen ist, nachzulesep. 

Und in der That, wer nicht den eigenen Buhm, nicht die 
hartnäckige Behauptung der Ehre der Wissenschaft, wo sie nicht 
ist, im Auge hat, sondern die ehrwürdige, schlichte und natüi*'- 
liehe Wahrheit selber sucht, wird sich gestehen müssen, dass 
der gegenwärtige Zustand der Variations- Rechung der sonst so 
vollkommenen mathematischen Wissenschaft nicht zur Ehre 
gereicht. 

§ 6. 

Betrachten wir die Variations- Redbnung, wie sie gegeiiH- 
wärtig ist, so begegnen uns einige hervorragende und noch iin<^ 
gelöste Schwierigkeiten: 

a) Man lehrt, dass Variiren und Differeneiren verschieden 
sind, und gebraucht d als Symbol des Variilrenft, während d und 9^ 



3«ae beftännt,' aIb S^/^bolö der Diffe^enEial - Operationen ange- 
•wendeiil Verden. Aber uii^eachtet aller vorausgeschickten Erklär-«- 
tuigein. «nd ungeachtet der verschiedenen Zeichen sind doch die 
iVbriatioxä*- Operationen in aller und jeder Hinsicht identisch mit 
den .Differenzial- Operationen^ ja e^ ist kein Fall denkbar, in 
dem sie von ihnen verschieden sein könnten. Worin liegt es nun, 
-däÄB man desäenüngeaehtet die dem Calcul fremdartigen Beflexio^ 
nen u^ Zeichen nicht entbehren kann? 

hJJn dem Variations-Ausdrucke/Fdte, worin V eine Function 
Von a?', y und ihren DiflPerenzialien ausdrückt, sind x und y von 
einander abhängig. Um aber zu dem im Variations-^Calcul ge- 
.wünscl)ten Jßesultate geia^gen zu können, muss man x und y 
von einander unabl^ängig nehmen. Dies8 Unn man sich gegen 
ein Zeichen erlauben, aber an der Natur der Sache gleitet jede 
solche Gewaltthätigkeit ab, da durch blosse Namen -Erklärungen 
weder abhängige Grössen unabhängig, noch unabhängige von 
einander abhängig gemficht werden können. Im Variations- Calcul 
aber muss man diess thun, sonst erreicht man dasKesultat nicht. 
Worin liegt diess, und wodurch wird es vermittelt? 

:.. <^,Mian setzt den Ausdruck dfVdx gleich Null, nnd muss 
es thun, um die Endgleichung einigermassen rechtfertigen zu 
können. Und doch ist dieser Ausdruck nicht gleich Null; ja 
wenn man die Gleichung der gesuchten Grösse leichter aus Vdx 

dP' d^O 
als aus der EndgleichungvIV ~ -j — h 75-^ — * . == herstellen 

kann, setz< man unbedenklich dfVdx einer Grösse gleich, die 
nicht gleich Null Ist. 'Wie sind solche Widersprüche auszu- 
gleichen? -' 

) i, . /üyBAAex Untersüdhung über die Ghrenzwerthe (Grenz-Curven) 
•köitfmifc.hiflh älif einen .öd^ ewäi Werthe, die aehr merkwürdige 
Bigen^chäfiben 'ibabeiB. . Da jedoch die Ok'enzwerthe willkürlich 
aind',r weil aiob difi-Varil^tiönen allgemein, auf alle Werjbhe 
«aBtrexslLieaa //mösaen ^ , so : ; hat. > majei im Problem, unendlich viele 
Grenzwerthej die iiadh einem: 'bestimmt to Systeiki der Abhajagig* 
keit continuirlich aufeinander folgen. Woher kömmt es, dass 
man nicht im Stande ist, diess Problem anzugreifen? 
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V 

e): Wenn bei den Aufgaben der Differenzial - Biechnung 
die Criterien der Unterscheidung des Maximums Tom Minimum 
im Ganzen höchst einfach, exact und jederzeit sicher sind^ so 
dass kein Irrthum in ihnen möglich wird, so sind die in dcir 
Variations- Rechnung für diesen Fall aufgestellten Criterien das 
gerade Gegentheil; sie sind sämmtlich unzuverlässig, wie sich 
^enn auch verschiedene Autoren bei einem und demselben Re- 
sultate widersprechen. Kein System der bisher zu diesem Zwecke 
aufgestellten Criterien, auch nicht das eben so weitläufige als 
abstruse von Jacobi, ist im Stande, auch nur eine halbe Sicher- 
heit zu gewähren. Woran liegt diess ? 

Wer diese Fragen erwägt, der hat Veranlassung und Anhalts- 
punkte genug , sein Urtheil über den gegenwärtigen Zustand der 
Variations- Rechnung festzustellen. 

Und doch umfasst diese Wissenschaft den vornehmsten, hoch- 
sten und ausgezeichnetsten Theil der gesammten Mathematik. 
Denn sie ist es, die über die tiefsten Geheimnisse der Natur- 
forschung entscheidet, da in der Natur immer ein Minimum der 
Kraft bei gleichem Erfolg, oder ein Maxipium des Erfolgs bei 
gleicher Kraft stattfindet, weil die Natur mit Schonung der Kräfte 
wirkt und vorgeht. 

I - 

Mit Recht sagt Euler : Cum mundi unitersi fabrica sit per- 
fectissima atque a Creatore sapientissimo absoluta , vdhü ommno in 
ntimdo oörMngiiy in quo non Maximi Minimive ratio quaepiam elu- 
ceqt; quam oh v^m duhium prorsm tu naüum^ quin omnes mundi 
effectu^ ßx cams ß^ßlibm ope methodi fliaximorum et Mmimqrym 
aeque felidter determinari queant , atque ex ipsis causis ej^cientj^us. 

Man kanii daher -sagen', dass int Variations -Calcid di^iKraft 
ziir Erschliessung der Natur liegt, und dass alle TheileideifAiiiM- 
ly&is, der'Geometrie nnd'Mechanik iii ihr, aI» ihlreir ällel: Krcmiel, 
"w^^feln^ und in ihr erst ihre wahre iBedettMng'findem Eine solehe 
Wlsserischaft, wie die Variatioas*fRechnimg, isi eis twertk^ da» 
sie mit iller Liebe und Anstrengmfag. geif ordert wird. •.• » 
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S 7. 

Fioden sich nun unlösbare Widersprüchey^ dann ist die Re- 
fies^km erlaubt, dass man^ vielleieht vom Anfanjge an und in d^ 
Oefii^mtrichtung irre gegangen iat, ühd dass man daher vom 
Anfange an die wahre Richtmig aufsuchen und gewinnen müssen 
und dass alle Verbesserungen und Verfeinerungen^ dl« in der 
ursprünglich fehlerhaften Richtung angebracht werden, nur wAr- 
haltbare Resultate liefern können, die, je edfrig^r sie betrieben 
werden, um so mehr Blossen und Widersprüche zu Tage fördern. 

Denken wir uns die objective Wahrheit eines Gegenstandes 
in einer Linie entwickelt^ und ebenso die menschliche Theorie 
dei* Erkenntniss dieses Gegenstandes in einer anderen Linie, so 
können beide Linien zusanunen fallen und sich decken; danjji 
wird der Geg^Qstand erkannt, wie er ist, und die n^enscbüch^ 
£rkienntniss ist eine wahre und vpUkommepe Ericennlpuss. Es isjb 
Itber a,uch denkbar, dass sieb die beiden. Linien ^picbt decken, 
sondern unter einem grösseren oder klein^sren; Winkel ; durc)i^ 
schneiden; dann bleibt der Gegenstand unerkannt, und die mensch- 
liche Erl^snntniss ist irrig und unvollkommen, um so 4invpllkomme- 
ner, je grösser der Winkel ist, unter dem Wahrheit und Erk^nt-»- 
niss auseinandergehen. Und doch können sie den Durchschnitts- 
punkt gemeinschaftlich haben, so dass in ihm, aber nur in ihm 
allein der Anfang, der wahren Erkennti^iss. liegt. Daraus wird 
denkbar, dass sich Wahrheit und Erkenntniss um so weiter ent-^ 
fernen, je weiter die Theorie in ihrer Ausbildung fortschreitet, 
ia dass sie durch das seitlich einfallende Licht der Wahrheit 
geblendet mit unglaublichem Eifer, mit Anwendung aller geistigen 
Hilfsmittel der begabtesten Forscher auf ihrem Wege ,fp?*ts^breitet, 
und statt der Wahrheit näher zu kommen, immer weiter .von 
ihr wegrückt, und darum auch nur stets und stets schwächeres 
Licht von ihr ..erhalt* . • 

Und S9llte diess die wahre Sachlage sein, dann ist avich di^ 
Erwägung erlaubt, ob nicht die bisherige Richtung verlassen und 
B$n4 ganW ileiie eitfgciSi^hlagen 'Werden tnüsse, da jedenfalls ^e 
Wahrheit ,gai;Lz anderswo, als auf dem Wege der bisherigen 
Theorien gesucht werden muss. > 
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Zuerst und vor Allem ist ' dann dariaif zu selieti, dads der 
Ausgangspunkt richtig gefasst und unersohüttertick befestigt vritA. 
Dieser kann/ bei der Variations - Rechnung in keiner Wei&^ 
zweifelhaft swn, da sie im Differenzial-Calcul,' und zwar in der 
Lehre vom Grrössten und Kleinsten wurzelt, Wo also auch ihr 
Ausgangspunkt zu treffen sein muss. 

Dort, in der Lehre des Differenzial-Calcüls vom Grössten 
und Kleinsten, muss ohne Zweifel irgend etwas tibersehen, irgeöfl 
eine Lücke unbeachtet gelassen worden sein, eine Unterlassung, 
die sich denn auth in deh unsystematisch auftauchendeh Variations- 
Problemen ankündigt, aber nicht ergänzt. Aehnliches hat sich 
auch schon in anderen Wissenschäften zugetragen. Und kommt 
täglich in den ISrfahrungswiss^nschaften vor; die ifistinctartlg 
auftauchenden Probleme können nicht gehörig' gelöst werden; 
Streben ist wohl da, aber zum Vollbringen fehlt das Licht der 
systematischen Entwicklung. 

§ 9. . 

Bei der Musterung der Theorie des Maximums und Minimums 
im Differenzial-Calcul begegnen uns der Reihe nach die Functio- 
nen einer, zweier und mehrerer voii einander abhängiger 
oder unabhängiger Variabein. 

Beginnen wir mit der Function ein er Veränderlichen z =/x, 
in der z nur von x abhängig ist, so giebt dz =: die Werth'e 
voriflc, welche z zu einem Maximum Minimum machen, je nachr 
dem d^z für die gefundenen WertHe von x negativ oder positiv 
wird. — Bei diesen ^F'unctionen ist schlechterdings keine Lücke 
zu entdecken, der (jegenstand ist in sich abgerundet und äbge- 
schlössen. 

Gehen' wir zur nächsten Function z = /'(*, j/), iii der 
X und y von einander unabhängig sind , da ihre Äbhärigig'keit dürcfe 
keine Bedingungs- Gleichung gegeben ist, so treten Maximä und 

Minunn ein, wenn ^ und njr eiweln gle?<jh NhU wd, Die^e tueir 
den Gleichungen ^=^0 und ^ =,^ bestimmen (iie' beiden Üi^- 



dx dy. 



i' ■« '\ 
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bekannten « ttnd.y,/ffir welcKe * ein Maximum llfimbnum Wird. 
iSrsteres tritt ein, wenn für die gefundenen Wertlie; 0-^ = — 



g-^ j 5 das Minimum aber tritt 






««» wepn 9^. = + und g-, = + und ^, X ^. ^ {^) . 

Diese' Criterien sind exact und vollkommen siclier ; ' es ist nichts 
beizusetzen und es scheint nichts unterlassen zu sein. 

Und dennoch, däucht mir, finden sieh schon in diesem sq 
eipfachen Falle der Functionen zweier unabhängig Verapderlicber 
einige Punkte, die unerörtert geblieben sind, Lücken, die doeli 
wenigstens zur Sprache gebracht zu werden verdiene^. ,, 

2» B. die Frage, was denn wohl hervorgehen möge, w>föO«i 

«tatt beider partieller Di£Perenzialien ^ und ^ nur eines gleich 

Null wird, w&hrend das andere einen beliebigen Werth behllt? 
So viel ist klar, dass ein solcher Fall nicht ein absolutes Maximum 
Minimum für einen Punkt giebt, ja dass er nicht einmal irgend 
einen einzelnen Punkt bestimmt, da nur eine Gleichung fjir 
die beiden Unbekannten x und y gegeben ist, woran« nicht ein 
Punkt, sondern eine Curve folgt. Und doch muss eine Eigen- 
schaft der gegebenen Function dädutch ausgedrückt sein, und 
vielleicht eine Maximum -Minimum- Eigenschaft , aber in anderem 

Sinne , da statt der zwei Gleichungen ^ = u^d ^ = nur 

eine, entweder rr- =z oder 7-- = gegeben ist. 

Aebnliche und viel grössere Lücken finden sieh bei.derUnter-*- 
sucbung.der Functionen dreier oder mehrerer unabhängig Yer^ 
änderlichar, in denen eine, zwei oder mehrere Gleichungen wenif^ 
ger gegeben sein könnein, als Variable vorbanden sind. 

Wari^ diese Lücken in der Differeti;^al ^ Behandlung deir 
Maxima-Minima-Probleme unausgefüllt geblieben sind, dafür i^iit 
4ler Geschichte der, Wissenschaft kein Grund zu finden; mbef es ist 
einleuditend, dass diese Lacken untergeht werden müenen, tvena 



A^t DiffecetitiAl ^Caleul Tauf ¥olIstflbfligkeit\An^phieh maichen üvHll 
Denn selbst den ungünstigsten Fall an^enomm^n, ^ass diese XJpterr 
suchungen keine brauchbaren iR.esultate liefern, so erkennt man 
4ießs .dpch.ßri^tinach! apgestellier Unter8uchui%V'und auch diese 
Erkenntniss ist Gewinn für die Wissenschaft. 

. ' Neiimeurwir die Gleichung erher Kügelfläche, und di^Odi- 
nate ,« als Functip^i der, beiden unabhängigpu^Ordinarten aj, und 31, 
z = y^r^ -rrpc^ r— y^j So. g^ht für diese Gleichijng die Oir^inaten-f- 
Ebene durch den Mittelpunkt der Kugelfläche, und dißser,!punkt 
ist der Anfangspunkt der Ordinate'n od, y, «., Es ist einleuchtend, 
dass die Ördinateii z in der Peripherie d. h. im Durchschnitte d^r 
Eb'öhe i^F mit dier' Kugelfläche, gleich Null sind,' dass sie dann 
von allen Seilen gegen die Mitte der Kugelfläche grösser werden, 
lajüdv endltd» in !der« Mitte für z = r ein . Maxihiudi ^i-reSchen. 

Dieifiizeigtfauoh^d^r Cal©ul; denn ^ -^--^-I- äO; ~ tr:^-^ tszö 

^ben'rc'iKr: 0, y = 0, d. h* die Mitte dei* Kügelfiäche:. -^ 

Die Criterien des zweiten Differenzials gebön dann rp, je 
nachdem ^ = d^yr^ — oif — y*'^ genommen., wird, also ein 
Maximum oder Minimum, je nachdem man die Kugelfläche über 

oder unter der Ebene XY betrachtet . « , 

■ • '' ' dz '' ■ " 

Was eptsfeht aber, wenn bloss einseitig etwa rr- = (^ ge- 

hommen wird? * Da 0- = ist, so wird x ^=1 0. Diess ist die 

vx ^ , . . 

Gleichung . einer Geraden , die mit der Axe Y zusammenfällt, 
oder die Gleichung der senkrechten Ebene YZ. Diese durch- 
schneidet die Kugelfläche in einem grössten Kreise , dessen 
Oleichung, da b'::i± Ö ist, ^ Ä^j/r* -^ y^ wird. Dieser grösste 
Krms hat' die Eigenschaf t , dass seine Ordinaten z di^chweg, 
von'y 2=r +r, bis y = — r, grösser sind als alle rechte und 
links liegendenf ©rdinaten der^auiP ihm senkrecht stehenden 
Pli^aU^lkreise, i die,. zwar demselben Werthei t/, aber imoht/mehr 

ißw Werthe ic= (0, sondern ^ ;= ± entsipriechea,}:'' -y-/ • 

Die gefundene Curve z = |/r^ — y^ hat also die E^eni- 
Schaft, dass ijeddr> Punkt der Kugelob^fläclie , der in i&r liegt^ 
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awar.aach einoT.Bicliiksig, par^illel mit A&t Jixe X^' 
der QjKünateii'JS hat, oleliit aber auch- oaeb der anderiantRichtüngj 
(nach der Axe Yy) denn in dieser* Bachtung Wchsen die Ord)^ 
Daten ia^ cOBtinuirlich von! 9 3= — ribigit/ as 0, wo BÜd ^i \ab80lutieiaf 
Maximum« ierreiehen^ünd^ nehmen diinniafo bis* y'^ 4-r. ••'' 

Mitänderen'Wörten: Diö gefuridene Cürve ist der geometri- 
sche Ort aller absoluten Maxima der Ordinaten is, Maxima^ die 
jedoch hiebt für die gefundene Curve', sondern füf die auf ihr 
senkrecht stehenden Parallelkreide «intreten. ' .:.:.% 

Dieses Kesultät gleicht sehr den im Variätiöns-Calcul ge- 
fundenen Resultaten. 



s 



§ lo-. .... 

- . Wählen wir ein anderes bekanntes Beispiel. Ber Merii^y^n 
eines Ortias durchschneidet Aequator und Parallelkreise so, dass 
aU«i Gei^tinie, in .welchem Parallel sie auch sein mögen,' hi 
ihm ihren höchsten Stand aber dem Horizonte erreichen. Stellet 
wir die i Frage : welche Curve (Function) hat die Eigenschaft,' 
dalBS sie die Hohe aller Gestirne über dem Horizonte zu eiiiem- 
Maximum macht, so finden wir den Meridian^ und diess ist die: 
nn Variations-Calcul gesuchte Curve oder Fun<5tion; die jedes- 
malige Höhe eines Gestirnes über dem Horizonte ! ist' aber nicht 
für. die Punkte des Meridians ein Maximum (denn dieser hat 
nur ein einziges Maximum, nämlich den Punkt des Zeniths), son- 
dern diess Maximum tritt' für dieParallelkreise ein, indem 
die-GestibcTie vor und nach ihrem Durchgange durch deri Meridian,' 
also diesseits und jenseits, östlich und westlich, in den Parallel- 
kreisen, tiefer stehen, als im Meridian selbst. Der Meridian ist bloss 
der geometrische Ort aller Maxima der Höhen der in den Parallel- 
kreisen sich bewegenden Gestirne. . . • 

§ 11. , . . ■■ ■ ■ ••'■ 

T 

Ist dieser Gesichtspunkt einmal gewonnen und festgestellt,' 
dann muss ' darauf gesehen werden , dass ei* möglichst allgemein 
bleibe, und nicht im Voraus zur Einseitigkeit herabgezogen 'werde. 
Alles kömmt nun darauf an, dass bei Functionen zwder uiaab- 
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klMP^Ig ' Vliräii^rUcher stii^t : svr ei^r QkttihüiigQii' nur . < eine , bei 
Fi}0(*)Qtten dreier , ua^bUängig .V^ränderUctttr . steit drsieF GleiohU 
uflgm ajitr aw^i oAe^ nur ^itie u. sl^w« adatfind^ni, isod doeis diese 
Gl€|i<dMit)gM odiear tl^Q Combrnationeii duis^h eflteporecheiide'Wecthe 
Null einß^ Bejäehun^ «ftsn . Maximtnn . MifliminB - beifaehahen. In 
aUjBqi^, .Uabrigen isi dßn fre&e^te., d. h. . «UgemeiDSte Spi^kaum 

. Und jmi d^ Tbat, wer sähe ^icht augenbliddich ein, dass 
z. B. bei der Eugelfläcbe » := ]/^r* t— .o?'^ r^3/*' unendlich yi^le 
grösste Kreise existir^, welche der geometrische Ort aller Minima 
der Ordinaten z der Transversalkreise sind ? Jeder ganz beliebige 
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel giebt solche Kreise. 

Und dass auch diess nicht der einzig mögliche Fall sein könne, 
l^tt^htet sogleich ein, wenn man erwägt^ dass ausser deii Nonnal- 
Scbkiitten aticb Scbitttte duroh Fläcken überhaupt itaöglieh sind^ 
die mit ^er gegebeden Fläche Ourv^n erzeugen , ^e em Maximum 
Miniomm der Ovdiimten z haben könneiu Diejenige Haiiptcurv^ 
dann 9 welche alle diese Maxima Minima verbindet, und ibr geo^ 
iQ^trischer Ort isifc, verhält «ich zu diesen gerade so, wie di^' 
grös^ten Kreise der Kugelfläcbe zu den ihnen entsprechendea 
Parallelkreisen, und die^e i»t die Curve (Function), die in dem 
bisherigen Variations-Caicul jederseit gesucht wird. 

§ 12. 

Erhebt ma^ sich zu diesem ganz allgemeinen Gesichtspunkte^ 
80 begegnet man Problemen, die bei den UntersuchunglBn über 
die singulären Stammgleicbungen des Integral-Calculs vorkommen^ 
und, die Leibniz im Jahre 1694 in aeiner Abhandlung) .,,Nova 
Cdlcndi differ^iaiis appUcaiio zuerst in Anregung brachte. Leibnk 
charakterisirt sein Verfahren d#bei ^Is djffer&nkUaHo de eurtxa in 
curvam. Diese Aufgaben haben einige Berührungspunkte mit den 
Variations- Problemen, und ihr Unterschied besteht darin, dass 
bei ihnen die Purchschnitts- (Transversal-) Curv^n gieg^ben sind, 
während sie im Variation;s-Calcul als accessoriscb eracbeinent 
und dass letztere immer Beziehungen auf Maximum Minimum 
haben, was bei den Leibniz^schen Probleme nichit deir Fall iat 



IHct beiäetseitigen Problcone ^«rlmlteh aidbt also^ wie bi^\ im 
Diffarenzüil-Caleul die Untersiichuiigen über äas, erste Diff^reozial 
vevhalteo. Man kann das erste DiffereiBzial einer Function in 
Beziehung auf einen gegebenen W^tk überhaupt uhtersttehen, (den 
Leibnia'schen Problemen entsprediend) und man kann das ^ate 
Differenzial für den singulären W^th =:. NuU untersuchen, ivas 
den Variations- Problemen entspridit. 

-.. .'■ " ' / § 13. ... 

. Jii^aes /wif d nua sogleich klar. Ist die Th^eoirici, die siph ai^ 
dier coqsequQntenf Verfolgung und Durchführung, dea gew^onne^ 
neu Qeeiqhtspu^tes ergiebt, wirkUoh der hialcoris^h vorliegende 
Variations-^Cale^l) dan^ ist djy^er kein besondeitepr. Cadwl, $on^ 
dern nur ein Theil einer besonderen Anwendung des Differenzial- 
Calculs. Dann ist auch seine Stelle im System der Mathematik 
npit|.al|lex Sicherheit bestimmte Der Differenzial-Calcul führt bei 
der Unterauc^ung über singulare Werthe des ersten Differenzials 
auf. die Lehre vom absoluten Maximum Minimum , wenn aUe 
ps^tieUen Differenzialien einzeln gleich Null sind. Sind aber nicht 
alle einzi^nen partiellen Differenzialien zugleich NuU, dann treten 
die Probleme ein , die man dem Variations r Caloul zuordnet., 
Die3s ist sehr bestimmt und exact. Und dass aus letzterer Unter- 
suchung reichere Resultate hervorgehen werden, als a,us den 
gewöhnlichen Untersuchungen über Maxima und Minima ist 
schon darum zu erwarten, weil letztere so viel Gleichungen als 
unbiekannte Grössen geben > wodurch alles unbeweglich und auf 
einzelne Werthe beschränkt bleibt , während die Variations- 
Probleme in ihren unbestimmten Gleichungen Beweglichkeit haben, 
und nicht bloss einzelne Werthe , sondern umfassende allgemeine 
Functicmen einführen. 

Iqh behaupte nun , das» aus der Durchfühirung der eingeleite-i 
ten Au%a}>e wirklich, der historisch vorliegende Variations-CaJb^ul 
in seiner Vollkommenheit hervorgeht, und werde in den nach- ^ 

folgenden Abschnitten versuchen, diese Behauptung so zu be- 
giründen, d^$ sie maeirschüttert bleibt. 
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Gelingt diesB, dtam trifft gewiss ein, was. Pasciki in iseineol 
oft gerüfaiii^en Worten ausspricht: «me des raisons prindpales, qni 
ikdgnmt maa qui entrevU (kms les oonnatsmnces y du tfirücMe chemin 
qn^iU dowmt smere^ est IHmcsgination qu'on.prend d'abordy que les 
bomies-cbo$eS'9ontvmoeessibl^, en lewr donnani h n^om de grcmdes^ 
hmteSj ilm4e8, mbUm'es, Oda perd iout Je ie voudrais normnet 
basseSy communes, familieres. Was könnte* auch in der That ein-*^ 
facher und natürlicher sein, als dass man neben dem absoluten 
Maximum und Minimum auch die relativen Maxima und Minima 
uritersucht, indem man nicht alle ersten partiellen Differenzialien 
zugleich Null setzt, was könnte familiärer sein, als dass die' 
hieraus sich ergebenden Resultate • im Differenzial - Calcul die 
Stelle einnehmen, die sie schon längst hätten einnehmen sollen? 

§ 16. 

Im Variations - Calcul haben die Hauptfunctionen (Haupt- 
curven , die der geometrische . Ort aller Maxima Minima sind) 
nur einseitige Maxima und Minima. Sie könnten diesen Namen 
führen, oder sie könnten laterale oder relative Maxima Minima 
heissen. Da jedoch der letztere Ausdruck für ganz andere Pro- 
bleme in Gebrauch ist, so dürfte die Benennung Variations- 
Max im a und Minima vorzuziehen sein. Einerseits ist der 
Variations- Calcul eine so reiche, ja unerschöpfliche Fundgrube 
der herrlichsten Resultate, dass er wohl die Auszeichtiung einer 
eigenen Benennung verdient, und andrerseits ist durch die vor- 
ausgehenden Erklärungen jedes Missverständniss , das aus dem 
Gebrauche eines blossen Wortes entstehen könnte, abgeschnitten. 
In einer ächten "Wissenschaft lohnt es sich nicht der Mühe, um 
einer blossen Benennung willen Worte mit Worten zu vertauschen, 
es genügt an der Feststellung der Begriffe. — Doch das im bis- 
herigen Variations -Calcul gebrauchte Zeichen d kann nicht bei- 
behalten werden, da alle vorkommenden Operationen nichts als 
Differenzial -Operationen sind, für welche die feststehenden Zei- 
chen d und d gelten. 

Ueber die Benennungen Hauptfunction undTransversal- 
Function ist schon das Nöthigste vorgebracht, und andere neue 
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Benennungen werden am besten da festgestellt, wo Gelegenheit 
dazu geboten wird. 

Und somit schreiten wir zur Darstellung der Theorie selber, 
und schicken die Erinnerung voraus , dass die Lehren der 
analytischen Operationen des Yariirens, die in den Theorieen 
dieses Calculs gewöhnlich den ersten Abschnitt bilden, bei 
uns gänzlich wegfallen. In solchen Theorieen wird nämlich 
regelmässig über den himmelweiten Unterschied des Variirens 
imd Differenzirens gehandelt, es werden die Einschränkungen 
und Cautelen beigebracht, unter welchen die Variations - Opera- 
tionen die Gesetze des Differenzirens annehmen können,- und 
unter welchen nicht ; endlich werden die Zeichen d für sogenannte 
unendliche Variationen und andere eigene Zeichen für endliche 
Variationen festgestellt imd erklärt. Diess alles fallt weg; denn 
da für uns keine eigenen Variations - Operationen gelten, sondern 
nur die Differenzial- Operationen, und zwar einzig in dem Sinne, 
in welchßm sie im Differenzial -Calcul gebraucht werden, so ist 
die ganze Analysis , die wir vorauszusetzen haben , nur die Ana- 
lysis des Differenzial -Calculs, die allgemein bekannt ist, und 
die in unseren Problemen nach den nämlichen Gesetzen, wie in 
allen anderen Problemen des Differenzial -Calculs, zur Anwendung 
kommen wird. 
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Variation des Ausdrucks z z=i f (x, y), in welchem weder 
Differenzialien noch Integralien der Veränderlichen x^ y ent- 
halten sind. 



§. 16. 
Das totale Differenzial dz des obigen Ausdrucks ist: 

Es sind drei Fälle zu unterscheiden: 

dz ^z 

a) Die partiellen Differenzialien ^ und ^ sind einaeln gleich 

Null. Dadurch wird auch das totale Differenzial dz gleich Null, 
ohne dass dx und dy gleich Null werden oder zusammengehörige 
Werthe annehmen, ^da sie ganz willkürlich und von einander un- 
abhängig bleiben. 

Dieser Fall giebt, wie bekannt, die absoluten Maxima und 
Minima von z^ imd ist Behandlungs-Object des Differenzial- 
Calculs. 

b) Es ist das totale Differenzial gleich Null, ohne dass zugleich 
die partiellen Differenzialien ^, ?t- gleich Null sind. Daraus 

Q_ Q_ 

entsteht die Differenzial - Gleichung rp da? + q~ ^^ = 0, deren 

Auflösung durch Integration diejenige Function zwischen x und y 
giebt, die dz zu Null macht. 
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Da jr-(te 4" cp% 6M1Ö vollständige Differenzial - Gleichung 

ist, so kann sie sogleich integrirt werden. Das Resultat ist die 
gegebene Function f{Xy y), aber nicht gleich z, sondern gleich 
einer Constante. 

Dieser Fall gehört nicht zum Variations-Calculj, obgleich 
hie und da Beispiele dieser Art in den Variations - Theorieen 
behandelt werden. Es ist einleuchtend, dass die daraus hervor- 
gehenden Resultate constanter Functionen keinerlei Verwandt- 
schaft mit den Variationen haben können. 

c) Durch stillschweigend oder ausdrücklich gemachte Sub- 
stitution irgend einer Bedingungs- Gleichung ip(x,y) =0, durch 
welche dy durch dx oder dx durch dy ausgedrückt wird, geht 

dz dz 

das totale Differenzial dz zs: ^-dx -h rr-^V ^ ^® Form fiber: 

ox oy 

Wird nun diejenige Function gesucht, die | rj [- ö~ V^' (^^ y) )dx 

zu Null macht, so föUt dx durch Division aus, und dz wird 
für alle Werthe der gefundenen Function (p(pc,y) gleich NulL 

Die Gleichung ^ h 5~ ^' (^^ J/) = ^ ist die Variations- 
Gleichung , und alle hieher gehörigen Probleme sind wahre 
Variations - Probleme. 

Die Substitution kann, wie bemerkt, auch stillschweigend 

stattfinden. Denn wird in dz = cr-dx + pr-dy z.B. bloss tt- = 

8a? dy ^ dx 

dz 
gesetot, dann folgt dz sz ^dy, und das totale Differenzial wird 

dz 
nun, da ^ nicht gleich Null sein kann, durch den Werth: 

dy =: 0, zu Null, woraus y = c als Bedingungs- Gleichung (ip) 
folgL Diess ist, geometrisch interpretirt, ein mit der Ebene XZ 
paralleler Schnitt der Fläche', der unbewusst vorausgesetzt wird, 

wenn ^ = genommen wird. Hingegen der andere Factor von 

2* 
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^dy, namlidh —^ ist nicht gleich Null, sondern behält ^inen 
von X und y abhängigen endlichen Werth. 

§ 17. 

Die vorstehenden Gleichungen werden geometrisch inter- 
pretirt, wie folgt: 

Si) z z= f(xy y) ist die Gleichung einer Fläche, in der die 
Ordinate z von den unter sich unabhängigen Ordinaten x und y 
abhängig gedacht wird. 

b) In dz z=z ^dx -{- ^ dy ist dz das totale Differenzial, und 

die tafi'girende Ebene ist der geometrische Ort aller Endpunkte 
der. gerben Linien, is + dz^ nach allen Richtungen des Punkts 
{Xy y, z) , da die geraden Linien dx und dy willkürlich genommen 

werden können. Das partielle DiflFerenzial tt— dx giebt alle Punkte 

in der tangirenden Ebene , die durch den mit ZX parallelen Schnitt 
gebiHet werde^. Diess ist eine gerade, in der tangirenden Ebeue 
liegende, Linie und ist der geometrischfB Ort aller Endpunkte vQn 
z -\- dz ^ wenn dz das partielle Differenzial nach x bezeichnet. — 

XX 

Das Analoge gilt von cf-dy. 

Sind die beiden partiellen Differenzialien gleich Null , so sind 
zwei senkrecht aufeinander stehende Linien in der tangirenden 
Ebene parallel mit der Ebene XY, d. h, die tangirende Ebene ist 
mit der Axen- Ebene XY parallel, alle dz sind Null, und die 
Entfernung beider parallelen Ebenen ist gleich z. Diess sind die 
absoluten Maxima und Minima des Differenzial - Calculs. 

c) Die Gleichung = ö-dx -}- u-dy, in der dy nicht durch 

dx ausgedrückt werden kann, weil kein« Bedingungs - GltJichung 
gegeben ist, giebt integrirt c = f (x, y) ^ vind geometrisch: ei&en 
mit der Ebene XY parallelen Schnitt der Fläche z = /(x, y), 
also eine ebene Curve, in der kein veränderliches z enthalten ist. 
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Fig. I. 



d) Die Variations - Gleichung : ^^ — [~ —ip (x^y) -^r: =z dz 

drüjokt <]d&jemge gemde Linie in der taisgirenden Ebene aus,, di^ 
durch; dea Puökt (a?, y, z) geht , und mit der Ebene XY parallel 
ist. Dejon; da für diesev Linie das Differeüzial dz gleich Null ist, 
müss sie parallel mit XY sein. Die BicMung dieser Linie wird 
durch die gegebene Bedingungs-Gleichung Uj' (x, y) "=^0 bestimmt* 

Und in der That, wenn die tangirende Ebene nicht parallel 
mit XF ist (der Fall der absoluten Maxima Minima), so muss 
sie die Ebene XY in einer geraden Liniß durchschneiden, und 
jede Linie der tangirenden Ebene, die mit der Durchschnittslinie 

parallel ist, ist auch parallel mit XYy und 
diejenige Parallele, die zugleich durch den 
Punkt '{x^y, ^) geht, wird durch xp (x, y) 
=r bestimmt. 

Es sei Fiq, L eine Fläche von der Gleich- 

"/^' — ""S ^ ~ fip^xV)^ -Reiche die Ebene XF in 
Ä j^ der.Curve km oh durchschneidet, und in den 
Coordinaten- Räumen -}- Z -^X -{- Y; + Z 
-f- X — F, ausgebreitet ist. 

Die tangirende Ebene am Punkte c, {x, y^ z)^ habe eine 
solche Lage,, dass sie die Ebene XF in einer mit OF parallelen 
Linie durchschneide, dann ist tg (die Linie in der tangirenden 
Ebene,, die. durch den Parallelschnitt mcn gebildet wird) parallel 
mit mn, und alle totalen Diflferenzialien von z. die durch die 
Linie tg bestimmt werden, sind gleich Null, während andere 
Linien dz, ( z. B. die Linie bf, welche durch den A^^enschnitt icO 
bestimmt wird) beliebig grosse von x^y und dx abhängige Werthe 
haben können. Ist pbq =}= tcg y dann haben alle c|i3^ deren geo- 
metrischer Ort die .Lijiie pbq ist, den gleichen Werth bf, weil 
nun auch pq =}= ää .ist." Die. Bedingung^ - Gleichijng ist hier 

' '" ' • o - ' ' ' • ' ' ' 

ÜZ 

{Or)x ar 0, afeo dx =p ü und daraus ^ =■ 0^ d. h. das'par** 

tielle DiflFerenziale von z nach y , also nach der Richtung mn^ 
götiömtiieii, ist gleifch Null,' 'woraus wieder folgt, dass die Linien 
tg'UüA^fm ^atällcil siiid. 'Diesö'gilt bei der Bedingnngs-Gleichurtj| 
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x = c für alle Parallel -Carven, mcny kih . . Haben diese Curven 
c, i, .. Maxima von z, nämlich er, iv, .. so ist Od die Curve, 
welche alle diese Maxima verbindet, wid heisst Variation s-* 
Curve (Hauptcurve); die Curven mcw, WA, .. sind die Trans^ 
Versal -Curven, ihre Tangenten geben dz ^n 0, während die 
Tangente der Hauptcurve, nämlich ci, den Werth dzzznhf giebt. 
Im gegebenen Falle ist daher für die Transversal - Curve 

der Werth ^dy gleich Null, und für die Hauptcurve der 

dz 
Werth ^ dx gleich 6/. 

§ 18. 

So viel wird hier sogleich klar, dass, wenn aus irgend einem 
Grunde das Maximum Minimum an der Yariations- Curve Oci 
statt an der Transversal -Curve mcn experimentirt wird, unent- 
wirrbare Verwicklungen eintreten müssen , da die Variations- 
Curve am Punkte c weder ein Maximum noch ein Minimum von z, 
sondern hier fortwährend zunehmende Werthe hat, während aller- 
dings die Transversal- Curve in c ein Maximum von z hat. 

Auch eine andere, denVariations-Calcul berührende Schwierig- 
keit findet hier eine leichte und natürliche Lösung. In der Gleich- 
ung der Fläche z = f(xy y) sind x und y von einander unab- 
hängig. Durch Hinzutritt der Bedingungs- Gleichung ip(Xyy) 
= (durch den Parallel -Schnitt mcn) werden x und y in der 
Variations- Curve von einander abhängig, d. h- es handelt sich 
nicht mehr um alle Punkte der Fläche, sondern um alle Punkte 
der Curve Oc», die sämmtliche Maxima der Trans versal-Curven 
verbindet. Wird daher von der Gleichung der Fläche zur 
Gleichung der Curve übergegangen, so werden naturgemäss 
die bisher unabhängigen Variabein abhängig; und wird von der 
Gleichung der Curve zur Gleichung der Fläche übergegangen, 
so werden die in der Curve abhängigen Variabein wieder un- 
abhängig von einander. Diess ist so klar und allgemein be- 
kannt, dass es keiner weiteren Ausführung bedarf. 

In den nun folgenden 3eispieleu werden wir die analytischen 
Resultate mit ununterbrochener geometrischer Interpretation be- 
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gleiten, um so mehr, als die hier angeführten Probleme zum 
erstenmale als Probleme des Yariations-Calculs in diesem Siime 
erscheinen und darum die grösste Bestimmtheit und Anschaulich- 
keit verlangen. 

DieBehandlungsweise bleibt dessenungeachtet rein analytisch; 
sie wird sich in kehier Weise auf Eigenthtimlichkeiten stützen, 
die den geometrischen Grössen als solchen zukommen. Denn das 
analytische Problem ist einfach folgendes: 

Als Elemente kommen vor: a) die Function der unabhängig 
Veränderlichen, ä = /(x, y); b) die Bedingungs - Gleichung : 
ip(x, y) = 0; c) die Variations- Function: q>{x, y) = Ol Es 
sollen die Werthe von z gesucht werden, welche in der Be- 
dingungs- Gleichung q> ^z absolute Maxima Minima sind, und 
welche die Endgleichung (p =z zur Variations-Gleichung machen. 

§ 19. 

Erste Verfahnmffsweise. 

Gegeben sind: z = /(x, y), und die Bedingungs-Gleichung: 
xl){Xjy) = mit einer beliebigen Constante a. Es soll die 
Variations -Gleichung gesucht werden. 

Auflösung. Man substituirt aus der Gleichung ^ = die 
Werthe x oder y in die Gleichung Zy woraus man entweder 
z = /(x, a) oder z = /(y, a) erhält. Daraus sucht man ent- 
weder -r- ^:z oder -y- = 0, und eliminirt dann beliebig aus 

je zwei der folgenden Gleichungen: 1-^=0 und 3- =01; 

(^ = und i// = OJ; {^ == iind ip = o\ die willkür- 
liche Constante a. Als Resultat erhält man die Variations-Function 
ff{x,y) = 0. (Geometriech interpretirt ist z z=:f(xjy) eine 
gegebene Fläche; «// = die Projektion der Tiransversal-Curve 
in der Ebene X¥; und 9) = die Projection der Variations- 
C^rve ift der nämlichen Ebeae XY)* 
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Ist die Variations-Curve gefunden, dann geht man zum 
zweiten Differenzial von z über, um entscheiden zu können, ob 
ein Maximum oder Minimum stattfindet, wobei aber nicht die 
Variations- Gleichung cp :=0, sondern die Bedingungs-Gleichung 
ip = ia d^z substituirt werden muss. Macht der substituirte 
Werth das zweite DiflFerenzial positiv, so tritt ein Minimum ein, 
macht er dieses Differenzial negativ, so tritt ein Maximum ein, 
ganz so, wie bei den übrigen Problemen über Maxima und 
Minima. 

Beispiel I. 

Gegeben ist die Kugelfläche: z* = r^ — x^ — y^, und die 
Bedingungs-Gleichung: tp = (§-{- fiTj — a) = 0. (Diese Gleichung 
xp zzi stellt eine auf XY senkrechte Ebene vor, und für alle 
der Ebene und der Kugelfläche gemeinschaftlichen Punkte sind 
(^ und ic), (ji und y) einander gleich. Diese gemeinschaftlichen 
Punkte bestimmen die Parallelkreise der Kugelfläche, wie allge- 
mein bekannt ist.) 

Wird aus xp der Werth x z= a — fxy m z substituirt, so ist 
55» = ^a_-(a_^^y)3_y«. zdz = {(a -- ^ly) fx ~ yydy = 0; 

Diess giebt in Verbindung mit xp^ durch Elimination von o, 
die Variations-Curve q> t-z f,ix — y^zz: 0, d. h. eine auf ip = 
(x -{- jiiy — a) = senkrecht stehende und durch den Mittel- 
punkt O gehende gerade Linie, oder eine auf XF senkrechte Ebene, 
die im Durchschnitt mit der Kugelfläche einen grössten Kreis giebt, 
der alle Werthe z in allen Parallelkreisen zu Maxima macht. 

Denn wird zdz noch einmal differenzirt, so folgt zd^z = 

— (/«^ + i) dy^j ein für alle Werthe von f,i und dy negativer 
Ausdruck. 

Nimmt man jedoch z negativ, d. h. dieOrdinaten derKugel- 
fiäche, die unter der Ebene XY lieg^i, dann wird — zd*^z = 

— (fi^-{-T)dy^y d. h. man erhält negative Maxima der Ordinaten 
z der Parallelkreise unter der Ebene -STF, wie auch aus geo- 
metrischer Betrachtung einleuchtend und allgemein bekannt ist. 
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Fig. IL 




Beispiel IL ' 

a) Gegeben ist die Gleichung: c*^* 
= (c^-\-x^y — cy und die Bedingungs- 
Gleichung ifj =z (^x — a)==0. (Die 
erstere Gleichung stellt eine concav- 
convexe Fläche vor (Fig. IL) ; die 
Bedingungs - Gleichung x = a, z. B. 
X = Or giebt den mit ZY parallelen 
Schnitt mcn.) 

Die Parallel-Schnitte mcn , qsp &c. 
haben in den Punkten c, $ , , Maxima 
von z {er, si..); es wird die Variations-Curve Acs gesucht, die 
sämmtliche Maxima verbindet. 

Der Werth x 7=1 a m c^z^ substituirt, und die Gleichung 
c^Ä^ = (c* + ^^y — c^i/* diflFerenzirt, giebt zdz = — ydy ^n 0, 
also y -z^ 0. Diese Gleichung giebt die Axe OX; und der Durch- 
schnitt der Ebene ZXmit der gegebenen Fläche giebt dieVariations- 
Curve Acs, 

Das zweite Differenzial giebt: zd^z = — dy^, einen für alle 
positiven z negativen Werth. Die Curve Acs giebt daher Maxima 
von Zy d. h. die Transversal -Curven mcn, qsp .. werden von der 
Variations- Curve in ä = AO^ z =1 er, z ^=z si . . im Maximums- 
Stande von z durchschnitten. 

ß) Gegeben ist die nämliche Flächen -Gleichung und die 
Bedingungs - Gleichung ip =: (y — 6) == 0. (Die Gleichung 
y -^h zz: giebt Schnitte, die mit Acs parallel sind, und es ist 
einleuchtend, dass diese im Axenschnitt AOY Minima von z 
geben müssen, wie auch der Calcul zeigt.) 

Es ist c^z^ = (c« + xy - c^ft« 

c^zdz = 2 (c* + x'^a? dx z=. 0^ also x = 0, d. h. der Axen- 
schnitt durch ZOK 

Das zweite DiflFerenzial giebt für x -= den Werth 2 c^dx^, 
der unbedingt positiv ist, also ein Minimum giebt. — Die Variations- 
Curve ist die Curve YA. 
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y) Gegeben sind: die nämliche Flache und die Bedingungs- 
Gleichung ^= (a;-4-t/ — a -=2 0)^ Linien, welche die Axen 
X und Y unter halben rechten Winkeln durchschneiden. 

Der Werth y -= a —x subatituirt giebt : 
cH'^ = (c* + xy _ cV« — X?, 
c^adz — (3 (c« + x^) x + c?{a — x))dx = 0, 
2 (c^ + x"^) x + (^{a — x) = 0. 

Diess mit y = a — x combinirt giebt: 
2 (c» + x^)x + c^y = 0. 

Diese Variations-Curve ist eine Curve der dritten Ordnung, 
die bloss in den Ebenen (-H JC — F) und (— X + F) liegt, 
da positiven Werthen von x negative Werthe von y, und um- 
gekehrt entsprechen. 

Wird die Transversal - Curve untersucht , ob sie Maxima 
oder Minima von z giebt, so wird 

c*Äd«a = (c« + 6 a;') dx^ 

für alle Werthe von x positiv, so dass die Variations- Curve 
(2 (c* + a?') a? + c^y) = Minima von z bestimmt. 

Zusatz. Würde man die Variations-Curve statt ausi -r- und if^\ 

aus ( -7- = und -=- = ) bestimmt haben, so würde die Gleich- 

Xdx , dy J ' 

ung erfolgt sein : {2(c^ + x'')x -\- chj) (i + (2 ( c' + x^) x + cV)^ 
= 0, deren einziger reeller Factor die oben gefundene Variations- 
Curve ist. Bemerkt wird, dass auch in der Bedingungs-Gleichung 
(a? + y — a) rr einem positiven x ein negatives y entsprechen 
muss, wodurch die Richtung derTransversal-Curven bestimmt wird. 

Beispiel HI «). 

Gegeben ist die Kegelfläche: z^ = xy^, 

a) Die Bedingungs - Gleichung tp sei : (x -}- y — o) r= 
( die Linien ab, gh , . in Fig. IIL). Der Werth x •= a — y in 
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Fig. HL z^ = acy' substitoirt, giebt «• = (a — y)y' 

3z^dz = {2ay—3y^dy = 0, 2a = 3y. 

Diess mit ip combinirt, giebt 2x •= y, 
die Variations-Curve in der Ebene XY. 
Diese Linie bestimmt im senkrechten 
Durchschnitte mit der gegebenen Fläche 
die Gerade Or, welche in den Transversal- 
Curven acb , grh . . die Werthe z = ce, 
^fy ^ ^ X a = rw . . zu Ghrössten macht. Denn 

Sz^dz = (2ay — 3y') dy noch einmal 

differeni^irt, imd 3y :=:z 2 a substituirt, giebt 3z^d^z = — 2ady\ 

was unbedingt negativ ist. 

Zusatz. Die tangirende Ebene dieser Kegelfliiche wird durch 
die Linien tk^ er bestimmt. Alle dz in der Linie tk sind Null; 
alle dz , deren geometrischer Ort die mit tk parallele Linie pq ist, 
sind einander gleich (pi =r vn := sn . . = ä + dz)^ während für 

die übrigen Punkte der tangirenden Ebene die Werthe dz ver- 
schieden sind. 

ß) Die Bedingungs - Gleichung sei xp :s= (y* + ^' — ***) = ^• 
(Diess i^t eine auf XF senkrechte Cylinderfläche mit kreisförmiger 
Basis, deren Kreise immer grösser werden, und sämmtlich ihren 
Mittelpunkt in haben. Diese Cylinderäächen durchschneiden 
die gegebene Fläche in Curven, die in bestimmten Punkten 
Maxima von z haben. Welche Curve (Variations-Curve) ver- 
bindet alle diese Maxima? 

Wird aus Gleichung ip der Werth von y in z substituirt, so ist: 
z^ = x(r^ — x^); 3z^dz = (r^ — 3x^dx = 0. 

Die Cpmbination von r' — 3x^ = mit flc* + y* — r' = 
giebt die Variations-Curve y = a?/"2, eine durch gehende 
Gerade. Der Werth 3z'^d^z = — 6xdx^ giebt Maxima für posi- 
tive X und negative Maxima für negative x^ denen auch negative 
z entsprechen. 

y) Die Bedingungs -Gleichung s^i y* =; 4 a* — 2ax^ Fig. IV. 
(eefikreobt<9i^ Cylind^r mit piM^aboli^ber Ba«if), die Curven pc^^k.. 
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Fig, IV. 








l L JP 



Welebe Punkte ihres Durdhachnittes mit 
der Fläche z^ = xy^ geben Maxima .von 
_z in ihnen, und welche Variations-Curve 
verbindet alle diese Maxima?) 

Die Substitution von j/^ ;= io? — 2ax 
in Ä^ = %y^ giebt 
1 Ä^ = 4a^ö? -- 2ax^; 3z^dz = {ia^ — 4ax) dx 
-^ zzz 0, X z^ a. 



Diese Gleichung mit ?/;combinirt, giebt y^ := 2x^, t/ = x^2. 
Die Gerade Ocft 19t die Variations-Curve im Durchschnitte mit 
der gegebenen Fläche* Das zweite Differenzial ist unbedingt 
negativ, und darum sind die gefundenen Werthe Variationa^ 
Maxima. 

Zusatz. Obige Beispiele, die in Bezug auf verschiedene 
Flächen und verschiedene Bedingungs - Gleichungen in'e Unend- 
liche variirt werden könnten, genügen zur voUkoiximenen Ver- 
deutlichung der. vorgeschlaigen^n Methode. 

§ 20. 

Zweite Veffahrungsweise. 
Diese unterscheidet sich von der ersten nur darin, dass die 
Bedingungs -Gleichung ip^x, y, a) z= sogleich differenzirt wird, 
und dass die aus dili = = Mdx ~r ^^-^y folgenden Werthe dx 

'■dz dz ' 

oder dy sogleich in dz =:z j;- dx -^ -^ dy substituirt werden, wo- 

dz' Mdz 



durch die Gleichung dz = , d. h. - 



geht, aus der in derselben Weise, wie im ersten Verfahren, die 
weiteren Resultate abgeleitet werden. 

Ist in der Bedingungs - Gleichung i// = die willkürliche 
Constarite a bloss durch Addition oder Subtractipn mit x und y 
verbunden, so verschwindet sie in dip = 0^ und es wird die 

Variations - Curve unmittelbar aus 7^ irr ^-r- 

dx Ndy 



•. g^fujudeo. 



Ist hingegen a durch Multiplicatiön oder andeire Operation mit 
X und y verbunden, dann kann sie ^rst durch Combination mit 
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der Grleichimg ip =*• elimhdrt werden , wie bei der ersten Ver- 
fahrungsweise. Wird sie aber nicht eliminirt, so giebt sie eine 
Auflösung, die dem Probleme singülär, d. h. für jede Constante 
a genügt, eine Auflösung , die sich zurVariations-Function gerade 
so verhält, wie sich die singulären Integrale zu den vollständigen 
Integralen der Differenzial- Gleichungen verhalten. 

Beispiel 1. In §19, III, /?, sind gegeben:- 
z^ = x^^^ und xfj z=z =z x^ + x^ — r*. 

Es wird dip ^=z =::: xdx + ydy, und ydy = — xdx in 
3.zMz = y^dx -f- ^^ydy substituirt, giebt (j^ — 2x') dx z= 0, 
also y^ =z 2x^j y = x/"2, wie Oben. 

Beispiel 2. In § 19, UI, /, sind gegeben: 

z^ = xy^ und ip = 4d^ — 2ax — y^ = 0. 

dip = adx~{'ydy = 0. 
Diess in 3z^d^ =r? y^dx + 2xydy = substituirt, giebt 
y^ — 2ax = 0. 

Diese Gleichung giebt in Combination mit Gleichung y^ = 
4a^ — 2(ix die früher gefundene Variations - Curve y = xy2. 

Zusatz. Die Gleichung mit der willkürlichen Constante 
y^ = 2ax (Parabel) verhält sich zur Variations -Curve y r=r a?/'2, 
wie sich bei der Integration der DiflFerenzial- Gleichungen die 
singulare Stammgleichung zum vollständigen Integral verhält 
Beide Lösungen , genügen der geometrischen Anforderung; 
denn die Durchschnittspunkte aller zusammengehörigen Parabeln^ 
(jpc und Oc); (Xk und Ok) bestimmen alle Punkte der allgemei- 
nen Curve Ock, Doch als Variations- Curve kann nur die 
allgemeine Gleichung y = a?/*2 gelten. 

§ 21. ' 

Dieses Verfahren hat den Vorzug, dass es auch sogleich 
angewendet werden kann, wenn die Bedingungs- Gleichungen 
xf) z=z ausser x und y noch ihre DiflFerenzialien enthalten, Be- 
dingungs- Gleichungen, bei denen Substitutionen im Sinne der 
ersten Verfahrungsweise unmöglich sind. 

Wird z. B. gefragt: Welche Curve auf der Fläche z z=:f{x, y) 
hat die Eigenschaft, dass sie in allen Punkten Maxima Minima 
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von z fOr ihre Notmal- Schnitte ^i^, d. h. für alle Schnitte, 
die in jedem Punkte auf ihrer Tangente senkrecht stehen, also 
eine veränderliche Richtung haben? 

Die Bedingungs^ Gleichung (^ ist in diesem Falle 

(^ — x)öfec + (i?~y)dy =r 0, 

worin die Ordinaten ? und tj für die Normale, und x und y für 
jeden Punkt der gi^uchten Curve gelten. 

Das dabei einzuhaltende Verfahren gründet sich auf den 
Lehrsatz, dass für die geforderten Normal- Schnitte der Werth 
dz gleich Null wird , und dass sich für diese Richtung der Trans- 
versal - Curven die bisher wilkürlichen Zunahmen dy , dx vrie 
(jy — y) und (| — x) verhalten müssen. Denn nur dadurch, dass 
diese Abhängigkeit von dx und dy gesetzt wird, wird bei Normal- 
Schnitten das Differenzial d« = 0; für jedes andere Verhältniss 
von dy und dx behalt auch bei Normal -Schnitten dz einen will- 
kürlichen Werth. 

Dadurch geht die totale DifTerenzial - Gleichung von y in 
folgende über: dz := g^ (b — ^) + g^ (»? — y) = 0. 

Diese mit der Normalgleichung: (| — x) da? 4" (^ — y)^y =0 
combinirt, giebt: ^ -|i |) (,-y) =0; oder| -|| = 0. 

Aus dieser höchst einfachen Gleichung wird die Variaüons- 
Curve unmittelbar durch Integration bestimmt 

Beispiele. 
I. Auffindung der Variations- Function. 

1. Welche Curve auf der Kugelfläche bildet mit allen ihren 
Normal- Schnitten Maxima Minima von zf 

(Man weiss a priori, dass jeder grösste Kreis der Kugel- 
fläche seinen Parallelkreisen gegenüber diese Eigenschaft hat, 
und diess zeigt auch der Calcul.) 

Wird aus ä' = r« — aj« — y% g- = —y, ^ = — x in 

s ^r- -r- = substituirt, so folgt : — v + -r^ = , woraus 

dy dxdx ' ^ ^ ^ dx ^ 
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— = — und log y :=i log x -\- log et , y -=: ax abgeleitet wird. 

y ^ 

Die Gleichung y -= ax drückt aber jede durch den Mittelpunkt 
der Kugel gehende und auf XF senkrecht stehende Ebene aus, deren 
Durchschnitt mit der Kugelfläche jeden grössten Exeis giebt. 

2. Welche Curve auf der Fläche: z® = xy^ giebt mit allen 
ihren Normal -Schnitten Maxima Minima der Ordinate zf 

Die Substitutionen von 77- und s- in ^ ^d^^^ geben: 

2yx — ^— = 0. Daraus findet man durch Integration 2x^ — y^ = c*. 

Diess sind Hyberbeln, die mit der gegebenen Fläche die 
Axen X und F gemeinschaftlich haben, die Constante c mag so 
gross oder so klein sein, wie immer. Der besondere Fall: c = 
giebt 2x^ — y^ = , y = x/'2 , die schon Oben gefundene Curve. 
Diese ist die Asymptote sämmtlicher der Aufgabe entsprechen- 
der Hyberbeln; in ihr, als einer geraden Linie, sind allerdings 
die Normal -Schnitte parallel (wie in der früheren Aufgabe ver- 
langt wurde), während sie bei den Hyperbeln je nach der Krümm- 
ung der Curven in allen Punkten verschiedene Richtungen an- 
nehmen. 

IL Unterscheidung des Maximums vom Minimum. 

Zu diesem' Behufe bestimmt man das zweite Differenzial 
von Zy aber nicht etwa für die gefundene Variations- Curve, 
sondern für die Normal -Schnitte, denn in diesen haben die 
Ordinaten z absolute Maxima Minima. 

1. Kugelfläche. 

In die Gleichung der Normale : (| — a?) cte + (r — y)dy = 
die Werthe cfcc und dy aus y =z ax substituirt, folgt (g — x) 
+ a (?^ — y) = 0, worin ^, tj die Veränderlichen sind. Diess 
mit der Gleichung der Kugelfläche : z^ = r* — |* — ij* combinirt, 
giebt: 

^a = r* — (a; — a{7j — y))' — jy'; 

zde = — (x — u{f] — y) + 37)^3;; zd*z = — (a* •*}- l)dy\ 
einen für alle Werthe von a negativen Ausdruck, aus d^n z als 
Maximum erkannt wird. 



1 
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2. Die Flache z* = asy«. 

Die Substitution von —- aus: 2x* — y* = c', 2axb; — yiy = 

2 = y in (I - x) <te H- (, - y) dy = giebt: (|-aj) + 

2a? 

— (jy — y) = 0. DieBS mit der Gleichung z^ =: ^jy' com- 

biniri, giebt: 

z* — Ux — — jy) J?*; 3;s»d2 = Uxri — ^^) di^ = 0; 

3;s'd«« = (ßj;— ?^)djy«. 

Aus Gleichung ^z^dz = den Werth ri zzz y substituirt, 
giebt: Sz^d^z -=■ (6x — 12i3c)dy^y was unbedingt negativ ist. Die 
Variations-Curve giebt daher Maxima von z. 

§22. 
Zusatz 1. Wenn statt der Normale eine andere von der 
Krümmung derCurve abhängige Bedingungs- Gleichung gegeben 
ist, z. B. eine Linie, die mit der jedesmaligen Normale einen 
bestimmten Winkel macht: (^ — x) dx -\-- a {^i] — y) dy = 0, so 
bleibt das Verfahren ganz dasselbe. 

Es sei z. B. gegeben: z^ = xy^ und q) = (^ — x) dx -{•' 

2(f]—y)dy = 0. Es folgt dann: — ^ 4-a: = 0; a;«— y«= c^, 

eine gleicharmige Hyperbel, und singulär die Asymptote, x = zpy. 
Die Probleme dieser Art können überhaupt in's Unendliche variirt 
werden. 

Zusatz 2. Ist die Normale die Bedingungs- Gleichung i//, 

tiz nZ du 

80 folgt: g ^ -^ =: als Gleichung der Variations-Curve. 

Für andere Bedingungs - Gleichungen erfolgen andere End- 
gleichungen und für öfter vorkommende Functionen können die 

Endgleichungen der leichteren Uebersicht willen sogleich voran- 

dz 
gestellt werden. — Nichts hindert, dass der Factor von ^ (der 

ox 

für die Normale gleich --■ ist, und den wir allgemein mit F 
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bezeichnen wollen, irgend eine Function von (a?, y, dte, djfytPy . .) 
ist. Der ganze Unterschied besteht darin, dass man in solcl^en 
Fällen eine Differenzial - Gleichung des zweiten, dritten oder 
höheren Grades erhält , die integrirt die gesuchte Variation giebt. 

Ist z. B. statt der Normale die Parabel gegeben: re =(§ — i») + 

+ (^ "^ y) ;/ + T (^* — y'O J2 == ^ (®"^® ^® Normale tankende, 

und auf der Curve in jedem Punkte senkrecht stehende Parabel), 

dz 
so wird, aus n der Ausdruck (^ — x) in cfe =r ^ (^ — a?) + 

g^(7-y) = subsütunrt: g- __(^ + y^j = 0. 

Für die Fläche «' = a?^ geht diese Gleichung in die homo- 
gene Differenzial -Gleichung 2xda? — ydxdy — y^dPy über. 

Durch die Substitutionen: y = ua?, ^=|},-i~=g wird 

sie auf die Differenzial -Gleichung ersten Grades: (ß — up)du =: 
(pw* — v.^) dp zurückgeführt, deren Integration die Variations- 
Curve giebt. 

§23. 
Beweis der vorhergehenden Lehrsätze. 

Sind die Gleichung : z = / (o? , y ) und die Bedingungs- 
Gleichung : ip (x, y,a) = gegeben , und legt man der Grösse a 
nur einen einzelnen Werth bei, so ist das Problem emfach fol- 
gendes : Es soll das absolute Maximum oder Minimum von z als 
einer Function von nur einer Veränderlichen gefunden werden, 
(da man aus z =- /(o?, y) mit Hilfe der Bedingungs- Gleichung 
1// (aj, yyd) •=! die eine Veränderliche eliminiren kann). Insoweit 
ist die Aufgabe eine gewöhnliche Maximums-Minimums- Aufgabe, 
und ist im Differenzial-Calcul unzähligemal behandelt worden. — 
Auch die aus dem zweiten Differenzial d^z folgenden Criterien 
sind die nämlichen, wie bei den gewöhnlichen Aufgaben über 
Maximum und Minimum. 

Geometrisch interpretirt geben die Gleichungen: zs=f(x,y) 
und tpix^y^a) =:0 eine Curve, deren Projectionen auf denEbo- 

8 



nen XZ und YZ drarch die Gleidiungen ■« =:/(aj, a), z = /(y, o) 
beötimmt sind. Die Werth^ dz =^ oder dz :=^0 in Verbindimg 

^ y 

mit cPi5 =: zp oder d^^s -= rp, bestimmen die absoluten Maxima 
X y 

oder Minima in denProjections^Curven, wie aus dem Diflferenzial- 
Calcul bekan^it ist, und keines weiteren Beweises bedarf. Diess 
gilt für jeden einzelnen Werth , den man der willkürlichen Grösse 
a beilegt, ei. B. für alle Kreise einzeln, ihre Radien mögen so 
gross oder so klein sein, wie immer, da die Resultate ganz un- 
abhängig von der willkürlichen Grösse a gefunden werden. — 

Nun giebt dz z=:0 die Grösse x durch die Constante a ausge*- 

X 

drückt, (x = Fa)^ eben so dis == die Grösse y durch die Con- 

staute a ausgedrückt, {y = Oa). Indem man durch die Ver- 
bindung beider Gleichungen, oder durch ihre Verbindung mit 
tff{Xj y,a) z= die Constante a eliminirt, erhält man eine Function 
zwischen x und y, (qp (x^, y) ^^0)1 welche alle absoluten Maxima 
oder Minima der Functionen (z =z f{x, y) und \p{x^y,a) == 0) 
enthält. Die Functionen {z z= f{x, y) und xp{x,y,a) = 0) aber 
repräsentiren ein System continuirlich aufeinander folgender Func- 
tionen, wenn der Constante a beliebige continuirlich aufeinander 
folgende Werthe beigelegt werden. Setzt man in tp{x^y) =. 
X =3= Fa, dakm folgt y =s <2)a, weil qo (ä?, y) = aus den beiden 
Gleichungen x :^ Fa und y = (Oa abgeleitet ist. l^un ist Fa 
j^der -beliebige, von (p {x, y) ^= unabhängige Werth; es 
folgt daher für jeden beliebigen Werth x oder y derjenige Werth 
®a öder Fa^ der z zu einem Maximum oder Minimum m der 
Function: (ä = f(x, y) und iff{X) y, a) = 0) macht Diess ist 
aber die gesuchte Variations-Function, oder geometrisch: 
der Ort aller Maxima Minima der nach irgend einem Gesetze 
aufeinander folgenden Transversal- Curven, und diess ist auch, 
was in dem historisch vorliegenden Variations-Calcul gesucht wird. 

Der Beweis für die nach dem zweiten Verfahren abge- 
leiteten Resultate ist derselbe, und kann noch durch Folgendes 
edäatert werden: Die Variation wsird. allgemein durch die Be- 
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» 

dingungs- Gleichung: dz = s- -7" o" ^^ (^> y^ ^^ ^y^ ^y • •) =r ^ 

bestimaity und dz zrz zeigt an , das» ein Maximen oder Minimuüm 
überhaupt stattfindet* Weil nur eine Gleichung 9 aber zwei 
Veränderliche gegeben sind, so wird nicht ein einiaelner Werth, 
sondern ein ganzes System, aufeinander folgender Maximums- 
und Minimums- Werthe bestimmt. Functionen von solcher Eigen- 
schaft sind aber Variations- Functionen. 



§ 24. 



woraiAS im totalen D^erenziäl d* s=s ^ da: +— dy = (da dx 



Erörterung über die Bedingu/ngs- Gleichung dx =1 0, d. A. a? = c, 

dz ^ , dz 
dy 

dz 
=:? i$t) 9^on selbst die VariaHons-Gleicfmrhg rr- ^=^ folgt. 

Die vorstehende Bedingungs- Gleichung giebt in vielen Fällen 
entsprechende Resultate ^ in vielen abetr auch nicht, z. B. nicht 
in Ä* = a?y, in ä^ = a;y*, und in unzählig vielen anderen, wie 
der Calcul zeigt. Und in der That geben für a? ==: c die Parallel- 
Schnitte mit YZ Parabeln von den Gleichungen ä* =r cy, z^ z= c^ 
u. s. w., die immer wachsende ä, also für keinen Werth von y 
ein Maximum oder Minimum haben. Wohl aber geben andere 
willkürliche Bedingungs -Gleichungen z. B. x 4-/^y = c brauch- 
bare Resultate und Varialäons - Curven. 

Da jedoch im bisherigen Variations- Calcul unter den un- 

dz 

endlich vielen möglichen Endgleichtmgen der Ausdmek ^ = 

als die einzig mögliche Variations-Gleichung genotümen wird 
(bei der man also x ::^ c^ d. h. den Parallel- Schnitt mit YZ 
unbewusst voraussetzt, und auch wirklich darnach verfährt, 
indem nian bei der Differenzirung von dz die Grösse a; als Con- 
stante, demnach x als gleich c behandelt), so wollen wir eines 
der hieher gehörigen und schönsten Beispiele des bisherigen 
Variations-Calculs analysirea, damit dieser Punkt allaeitig erör- 
tert werde. 

8« 
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Strauch^) und Stegmann') haben das Problem aufge- 
stellt und gelöst, „die Curve zu finden, die in jedem ihrer Punkte 
das Product der Ordinate und der um die Ordinate verminderten 
Abscisse grösser macht, als es an der nämlichen Abscisse irgend 
eine andere Curve machen kann^. 

Das Product y{x — y) sei gleich C/, so kann U =z czy ^=z z^^ 

z^ 
= — etc. sein. Es sei Og die Curve, die U = bg {Ob — bg) 
c 

in allen Punkten zu einem Maximum macht (Fig. V). 



Fig. V. 




Aus ^ = folgt X — 2y = 0; also 

die Gerade von der Gleichung x — 2y:=i0 
(die Linie Og) ist die verlangte Curve. 

Dass die gefundene Curve ein Maxi- 
mmn gebe, folgt aus dem zweiten Dif- 
ferenzial. Denn x -= 2c mU substituirt 

OTT 

(da X als constant durch 5— = un- 

bewusst vorausgesetzt wird), giebt ü -=: y [2c — y)\ du := 
2 (c — y) dy (also y = c), d*0 = — 2dy^y ein Ausdruck, der unter 
allen Bedingungen negativ ist, also ein Maximum charakterisirt. 

Die schöne geometrische Ausführung, dass die Lösung o? = 2y 
richtig und auch bekannten geometrischen Lehrsätzen entsprechend 
ist, verdient bei Stegmann nachgelesen zu werden. In der That 
wird für x =: 2y das Product y {x — y) z=: y , y = y^^ ein 
Quadrat, und diess ist unter allen Rechtecken von gleichem 
Umfange dasjenige, das den grössten Inhalt hat. 

Und dennoch ist die Lösimg nur eine singulare; denn wo 

ist im Problem die Bedingung gegeben, dass der Umfang 2 {x — y) 

-^ 2y zzz 2x z=i iy und das Product gleich y^ sein müsse ? Diess 

dz 
folgt allerdings unvermerkt aus k- =0, und diess aus x =2c. 



1) S trau oh Variations - Calcnl L pag. 867. 
>) Stegmaon Variations-Rechnong §. 12. 
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Werden aber andere Bedingungs- Gleichungen genommen, so 
folgen andere Auflösungen. Wird z. B. x + y = 2c als Be- 
dingungs -Gleichung gesetzt (was die Gleichung der Linie bc ist), 
so folgt die Variations-Curve: x zz: 3i/ (die Gerade Oc in Fig. V,). 

Oder die Bedingungs-Gleichung: x — — y'= 2c, (z. B. die 

Linie bh) giebt die Variations-Curve 5a? = 6y, die Gerade Oh, 
U. s. w. 

Da jedoch in diesem Beispiele, wie es gestellt ist, 

QTT 

aus ^ = das Quadrat, aus den übrigen Gleichungen nur 

dU 
Rechtecke hervorgehen, so könnte es scheinen, dass ^ =: 

allein das wahre Maximum, und allein die wahre Variations- 
Curve gebe. Diess ist aber nur Schein. Denn wird das Rechteck 
durch xj^ ausgedräckt, wie man das Beispiel auch stellen 

OTT 

kann, dann giebt nicht die Gleichung ^ z=:0, sondern die aus 

der Bedingungs -Gleichung x-^y =: 2c hervorgehende Variations- 
Gleichung dU = (c — y)dy = 0, das Quadrat als Resultat 
Oder wird nach dem grössten Parallelopipedum von der Gleichung 

Qrr 

acy* gefragt, dann giebt nicht ^ rt: 0, sondern die aus der Be- 
dingungs - Gleichung x + 2y = 2c hervorgehende Gerade den 
Cubus als Resultat. 

Man hat sich also das Problem ü = y {x — y) so vorzu- 
stellen, als ob gefragt würde, welches grösste Rechteck kann in 
Ellipsen oder Hyberbeln eingeschrieben werden? Unzählig viele, 
wird die Antwort sein, je nach Verschiedenheit des Verhältnisses 
der grossen und kleinen Axe der Ellipsen oder Hyberbeln. -Sind 
die Axen einander gleich, dann entsteht das Quadrat als das 
grösste Rechteck; in den übrigen Fallen aber nicht, sondern 
es entstehen die den Axen 2a und 2b entsprechenden Rechtecke. 
Welches Resultat gefunden wird, das hängt, einfach von den 
Bedingungs -Gleichungen ab. 
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§ 26. 
Man kann das gegebene Beispiel noch von einer anderen Seite 
fassen. Bezeielmet v den Winkel, den in Fig. V. die Linien ba, bc, 
bg^ bh . . mit OX machen, so ist, Ob = 2c gesetzt, y =r to sin t); 
X := 2c — fjD cos V (wenn to die Abscissen für die Ordinate z in 
den Linien bc, bh etc. sind, und ihren Anfangspunkt in b haben)* 

Dann ist ä*= üz=zy {x — y) = 2cw sinv — w^ sinv [sinv-^cosv]. 

Nimmt man eine bestimmte Gerade, z. B. bCy dann ist v con- 
stant und es vnrd 2zdz -z^ 2(csmv — to sinvisinv -f-co«ü))du?, 
ein Ausdruck, der fiiir ein Maximum Minimum gleich Null ist 

Daraus wird u> = . ' ' . 

Das zweite Differenzial von U ist unbedin^ negativ; es tritt 
daher ein Maximum ein. 

Setzt man v t:= ^n^ sinv = i > con v =r 0, so wird ti? = o, 
y = C, X ^= 2cy also x = 2y, die Curve, die aus der Gleichung 

^— = £plgt Nimmt man aber beliebige andere Werthe von t?, 

^.Bi vtf^n.y V ^^si^ etc., so folgen andere Curven, als; x:s:3y 
eic» ete. 

Ein schönes Variations - Problem entsteht nodi, wenn man 
die Aufgabe stellt, die Curve zu finden, welche alle Maxima- 
Punkte: a, c, g, h . . (Fig. V.) verbindet. Diese Curve ist die 
Gerade: rA, deren Gleichung: x — y = c ist, wie eine leichte 
Rechnung zeigt. (Man hat unzählig viele Auflösungen desselben 
Problems, so Innge die Bedingungs- Gleichung nicht gegeben 
ist. In diesem Falle ist eine singulare Auflösung jederzeit richtig, 
aber es* ist ein Irrthom, wenn man sie für die einzig mögliche 
d. h. für allgemein nimmt.) 

So lange die Bedingungs - Gleichungen nicht gegeben sind, 
ist jede Lösung gleich gültig ; sollte aber etwa in einem gegebenen 
Integral -Ausdruck : /Frfx die Bedingungs -Gleichung versteckt 

gegeben sein, dann kann allerdings eine beliebig gewählte 

dz 
Bedingung z. B. a? = c, ^ = mit der bereits im Probleme 
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/Fifa? enthaltenen Bedingung im Widerspruch stehen, und 
dann müssen die Schwierigkeiten auftauchen, mit deneik der 
Variations-Calcul zu kämpfen hat. 

§ 26. 

Ueberblicken -wir die gewonnenen Resultate, so erkennen wir 
drei verschiedene Variations- Elemente, deren Combinationen auch 
verschiedene Aufgaben hervorrufen. Es finden sich: 

l)die Flächen -Gleichung, Si^rHj^)' ^^ ^7 ^0 auch di^ 
Function der unabhängig Veränderlichen heissen kann; 

2) die Transversal -Curve (Bedingungs- Gleichung) ip {x, y) 
=i= 0, für welche alle Werthe der zu .findenden Variations- Curve 
absolute Maxima Minima von z sind; 

3) dife VÄriationö- Curve , q> (a?, y) == 0, die Hauptcurve oder 
Hauptfunction. 

Von diesen drei Elementen können entweder je eines, oder 
je zweij oder alle drei gegeben sein. — Ist bloss ein Element 
gegeben, dann ist das Problem unbestimmt z* B. U'=si f (x, y), 
z^ = xy^ etc. ; es giebt unzählig viele der Aufgabe ^tdprech^nde 
und genügende Auflösungen; tmd erst, wenn ein zweites Ele- 
ment, q) {x,y) = 0, oder tp(x,y} =0 hinzukommt, wird die Auf- 
gabe bestinunt. — Sind aber alle drei Elemente gegeben, dann 
ist die Aufgabe überfüllt, gerade wie bei Gleichungen^ in denen 
weniger unbekannte Grössen als Gleichungen gegeben sind. Das 
Problem kann in diesem Falle nur dann widerspruchslos sein, 
wenn eine der drei gegebenen Gleichungen ohnehin als Brosultat 
der beiden anderen erscheint. 

Der erste Fall, dass bloss ein El6me)it gegeben ist, wobei 
das Problem unbestimmt, aber doch widerspruchslos bleibt, 
verursacht den bisherigen Variatiots-Theörieen einige Verlegen*- 
heit, und tritt bei ihnen da ein, wo inte grab le DifferensiialT 
Ausdrücke gegeben sind, von denen man. gleichwohl ohne weitere 
Bedingung Variations- Resultate verlangt.. 

2. B- Es wird die Function fiXy-y) t=<Q gesucht, für wels- 
che U = fiydx +(x -^2y) dy) für alle "W^rthis rcfa x und y 
Maxima sind. (Da f{ydx + (a? —2^) chji) für siich iptegrabel, iiän>- 
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lieh gleich y{x — y), ist, so ist CT^ im Grunde dasselbe Problem, 
das § 24 analysirt wurde, es ist das Rechteck zwischen der Ordi- 
nate und der um die Ordinate verminderten Absdsse. 

Da der gegebene Differenzial- Ausdruck für sich integrabel 
ißt, so wird 17 = y {x — y); es wird ein Integral gefunden, wo 
man eine Variations- Function suchte, und die Operation bleibt 
naturlich stille stehen, weil unzahlige Losungen möglich sind, 
und keine einzige verlangt ist. Stellt man sich aber selbst durch 
Einführung von Bedingungs- Gleichungen tp (x^ y) = 0, z. B. 

Ä + cry = Ä, y = c, 5- = etc, ein beliebig bestimmtes-Pro- 

blem, dann kann der Calcul eingreifen und das Problem zum 
Schlüsse führen. 

Warum die bisherige Theorie ein und dasselbe Problem, 
je nachdem es in bloss verschieden scheinenden Ausdrucken 
gegeben ist, (denn üzszyix — y) und Uz=f(ydx-^(x — 2y) dy) 
sind in der That nicht verschieden), behandeln und wieder nicht 
behandeln kann, dafür findet sich kein Ghrund in den historisch 
vorliegenden Thatsachen. 

§27. 

Gehen wir zu dem einzig fruchtbaren Gebiete der bestimm- 
ten Probleme über, so sind folgende Combinationen möglich: 

L Gegeben sind: die Function der unabhängig Veränder- 
lichen, und die Bedingungs-Gleichung; gesucht wird die Variations- 
Gleichung. Diess ist Gegenstand des Variations-Calculs im streng- 
sten Sinne des Worts, und alle bisher behandelten Beispiele ge- 
hören in dieses Gebiet 

n. Gegeben sind: die Function der unabhängig Veränder- 
lichen und die Variations-Gleichung; gesucht wird die Bedingungs- 
Gleichung — ein bisher noch nicht behandeltes Gebiet, es sei 
denn höchst speciell bei einigen Untersuchungen über die Grenz- 
werthe der Variationen, und auch da in anderem Sinne. 

nL Gegeben sind die Variations - Gleichung und die Be- 
dingungs-Gleichung ; gesucht wird die ihnen entsprechende Func- 
tion der unabhängig Veränderlichen --^ ein bisher noch nicht in 
Untersuchung gezogenes Gebiet. 
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Da es sich gegenwärtig um die Grundlegung, nicht aber 
um die vollständige Durchführung der Theorie des Variations- 
Calculs handelt, so können hier die Untersuchungen über 11. und 
in. Gebiet höchstens berührt, nicht aber erschöpft werden, damit 
sich das sicher und fest gestellte Ziel nicht aus dem Auge ver-» 
liere. In der Theorie selbst müssen diese Untersuchungen voll- 
ständig durchgeführt werden, um so mehr, als sie einiges Licht 
auf sehr (funkle Parthieen des Integral -Calculs werfen. 

§28. 
Um den Gang der Untersuchung 11. anzudeuten, so ist ge- 

geben : 1 ) z = f {x, y), also auch d« =r s- dx + ^ dy , und 

2) die Variations- Gleichung: g) (a?, y) = 0. 

Z. B. »® = ajy*, also auch: 3z*dz = y*dx + 2xydy und die 
Variations -Curve: (y — x) = 0. Aus letzterer bildet man durch 
Multiplication die Gleichung: ydx — xdx = 0, und sucht, welcher 
Werth dx statt dy substituirt werden muss, damit ydx — xdx =0 
mit 3z^dz = y*dx + 2xydy = übereinstimmt. 

Wird die erstere Gleichung mit y multiplicirt, so wird 
y^dx — xydx = y'dx + 2xydy; demnach — da? = 2dy, und durch 
Integration wird: x + 2y — c = = ^, die Bedingungs- 
Gleichung gefunden. 

Es handelt sich also allgemein darum, aus der Variations- 
Gleichüng 9) = z. B. x — y =• die Differenzial- Gleichung 
q)dx =0 oder q>dy = herzustellen und durch Multiplication 
von integrirenden Factoren so wie durch die Substitution: dy = 

F(xy y, dx) die gegebene Variations -Curve qp = auf den eben- 

dz dz 

falls gegebenen Ausdruck : ^dx -{- ^dy zu bringen, Operatio- 
nen, die bei den reichen Hilfsmitteln des Integral-Calculs jeder- 
zeit möglieh sind. 

Die Unterscheidung des Maximums vom Minimum durch d*» 
wird dann nicht aus der gegebenen Variations - Gleichung, 
sondern aus der gefundenen Bedingungs - Gleichung herge- 
leitet, gerade wie im I. Gebiet dieselbe Unterscheidung nicht aus 
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der gefnadenen Yariations-->' Gleichung, sondern aus der ge- 
gebenen Bedingang8-> Gleichung hi^geleitet wurde. 

§ 29. 

Bei den Problemen des HI. Gebiets soll die Gleichung der 
unabbftngig Veränderlichen: z =:/(a?, y) aus q>isc,'y) 2= und 
tp (x, y) zr: gefunden werden. 

Aus (p {d^y y) := wird durch Multiplicatton "rbn Factoren 
die Gleichung Mq>{x,y)dx = Q gefunden, die dann durch Sub- 
stitution dx = {^(^,y)]dy^ ( ein Ausdruck , der aus ip{x,y) = 
hergeleitet wird,) in die Differenzial - Gleichung: ' F (x, y) dx + 
+ P(x, y)cfy = umgewandelt werden m^ss. - f : 

r{Xjy) 5= ^, P[sö,y) = o- gesetzt, geht die DifPferenÄial- 

' '9z 'dz' • 

Gleichung der Function z hervor: dz = ^ dx -^ ^ dy ,. deren 

Integration die gesuchte Function : der unabhängig Veränder- 
lichen giebt. 

' •* 
Beispiel zur Eriäuterung. Gegeben seien : qp = 2/ — ^ =? ; 

ifß 7:^ <B +2y -^ c SS 0; gesuidit wirdr F(j3i 3= /(xyj/).. Aus 

fp 7=z0 wird Mg>dx r= 0, hier t/'d« — xycte = hergestellt; aus 

dip folgt ddp =? — 2Üy. Diess in — xyd^/ substituirt, giebt: tfdx -f- 

+ 2xydy = d^, deren Integral xy'^ = ^ (oder allgemein =t: F(s)) 

die gesuchte Gleichung, der unabhängig Veränderlichen ist. 

Natürlich findet man hier, wie bei jeder Integration, Gleich- 
ungen Zy die allgemeiner sind, als die etwa in einem beson- 
deren Beispiele vorausgesetzten. Diess erläutert auch der Integral- 
Galcul. / - 

§ 30. 

Wenn in den gewöhnlichen Variations-Theorieen hieher ge- 
hörige Bißispiele nur mit singulärer Lösung angetroffen werden, 
so ist iiun im Vorausgehenden ein ungezählter Reichthuni von 
Problemen und Lösungs- Methoden aufgeschlossen und bewiesen. 
Von hier aus schreiten vm auch zu den Variationen der eihfachen 
Integral -Ausdrücke von dei* Form: fVdx^ in denen V eine Func- 
tion von'(x> Vi dx^ digi, dfy..) ist, Untersuchungen^ mit denen wir 
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das reichste und ausgezeichnetste Gebiet des Variations-Calculs 
betreten. Zwar scheint der- natürliche Gang zu verlangen, dass 
zuerst Ausdrücke von der Form: z z=zf{x, y, dx, dt/, d^y . .) unter- 
sucht werden, weil in ihnen neben den unabhängig Veränder- 
lichen wohl ihre Differenzialien, aber noch kein Integral- Ausdruck 
enthalten ist. Aus Gründen jedoch , die später entwickelt werden, 
stellen wir die Untersuchungen über den Ausdruck : JVdx voran, 
wie denn auch Probleme dieser Form historisch das erste und 
lange Zeit das einzige Gebiet des Variations-Calculs waren, so 
dass noch Euler die Möglichkeit, Ausdrücke von der Form mit 
blossen Differezizialien: z =r /(ar, y, dx, dy, d^y *..) als Variations- 
Probleme zu behandeln, aus sehr triftigen und bisher noch nicht 
widerlegten Gründen bestreiten konnte. 



III. 

Variation der Integral -Ausdrücke von der Form: z zzzfVcLv, 
worin V ah Fundion von (Xy y^ p^ q > *) gegeben ist. 



§. 31. 

Die Probleme dieses Gebiets erscheinen in so einfacher 
Gestalt, dass sie fast unangreifbar sind, wie sie denn auch lange 
Zeit hindurch alle Bemühungen der Wissenschaft illusorisch ge- 
macht haben. 

Im Ausdrucke: z = ß^dx ist weder die Function der unab- 
hängig Veränderlichen: z =fQt,y)^ noch die Variations- noch 
auch die Bedingungs- Gleichung gegeben, wohl aber von jeder 
so viel, dass die Probleme ihrer Natur nach bestimmt sind. Denn 
z = /(o?, y) ist im Problem : z = fVdx als zu findendes Integral 
vorhanden, und auch die Variations -Gleichung q^(x, y) •= ist 
in so weit gegeben, dass in Vdx das Differenzial dy durch dx 
ausgedrückt erscheint. ^ 

Tjz dz 

Da nämlich in da = — da? + rr- dy getrennte Ausdrücke 

mit den Factoren dx und dy sind, während in Vdx der einzige 
Factor da? vorkommt , so muss aus d (q) (x, y)) = bereits dy 
in dz substituirt sein , wenn das Problem als Variations-Problem 
gelten soll. — Endlich die Bedingungs-Gleichung xp (x, y) = ist 
jn 80 weit angedeutet, dass die Substitution ifj (x^ y) z=: 'm z 
das Differenzial dz gleich Null macht. 
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Wie soll inan- nnn die Aufgabe anfassen, wenn man nur im 
Allgemeixien weiss, dass von jeder der drei Gleichungen etwas 
gegeben ist, nicht aber was gegeben ist, noch auch wie das 
Gegebene zur Auffindung des Gesuchten zu verwerthen ist. 

§ 32. 

Die berühmteste und unzähligemal behandelte Aufgabe dieser 
Art, die Auffindung der Brachystochrone , ist so allgemein be- 
kannt, dass wir uns in ihr orientiren, und vielleicht den Weg 
zur allgemeinen Auflösung finden werden. 

Der analytische Ausdruck des Problems ist: a = ^ — ^/^ cte, 

und es soll die Function: q> (x, y) =: gefunden werden, die z 
für alle Werfhe von x und y zu einem Maximum Minimum macht. 
Worin besteht nun die Auflösung? 

Wenn Fallgemein gleich f {x, y , p, q . ,) ist, so ist hier 

V = - — ^ ^ . Indem man V differenzirt, erhält man 

dV= M(kc+Ndy + Pdp + Qdq + .., 

und wenn man daraus die Gleichung: liV — -z 1- -^ , . i = 

bildet, so giebt die Auflösung dieser Gleichung die gesuchte 
Variation q^ (o?, y) = 0, 

Im gegebenen Beispiele ist V = — ^ ^ , demnach : M = 

•m/ X 

= ^' ^ '^ i^xVl+f) = ^- Daraus folgt ^^^-j-p = -^, 

^X ^X 

woraus fa —x(l -\rf), p — yf^i dy = y^^zZ^ dx folgt, 

eine Gleichung, die integrirt, dieCycloide giebt, wie allgemein 
bekannt ist. 

Diess ist das eben so schöne als allgemein anwendbare Ver- 
fahren bei Behandlung dieser Probleme, das vom Anfange an 
eingehalten wurde, und das Euler im Jahre 1744 in seiner ganzen 
Allgemeinheit bekannt gemacht hat 



Ans vielen ümatfaden vttäta man, dass an der Riciitigkeit 
der dnrch dieses Verfibren gewonaeaeQ Resaltate nicht gesireiCelt 
werden kSnne; aber d^i genuiDea Grund, warnm man gerade 
so zu verfahren habe, um adaqBate Resultate za erhalten, weiss 
man nicht, wie ein ganz aufrichtiges imd fast göttliches Be- 
kenntniss eingestehen würde. 

Diess kann man aber der menschlichen^ Vernunft nicht zn- 
muthen, da einstweilen Scheingriinde bestehen, die dann später 
ohnehin vor dem Lichte der objectiven Wahrheit verschwinden. — 



Sueben wir den rechten Standpunkt zu gewinnen, um das 
Problem vorerst nur angreifen zu können, so ist in a :=: fVdx 
auch dz =^ Vdx gegeben, d. h. das Differenzial der Ordinate n 
für die Variations-Curve: <p{x, y) znz 0. Denn z ist der Aus- 
druck, der für die Substitution der Variations-Curve eintritt, da 
a für alle Werthe {x, y) ein Maximum oder Minimum sein soll, 
eine Forderung , die nur durch die Variations - Curve erfüllt 
jj^ „. werden kann. Dieser Punkt ist vollkommen 

* . klar und bestimmt. 

Ist in Fig. VI. die Linie Or der Durch- 
schnitt der Variations - Curve und der 
Fliehe, 80 ist für c (der Punkt (x, 9, a)) 
das Difierenzial dz gleich der Linie m. 
Dass dieserAusdrucknicbtNull sein kann, 
ist einleuchtend ; denn dz ist nicht für 
dieVariaüons-Curve 0er, sondern für die 
Bedingung»- Gleichung bca gleich Null, 
wie im Abschnitt IL bewiesen wurde. 
Für die Bedingungs- Gleichung tp(x,y) = gilt: 

dx 
■Wird aus V (*» y) = der Factor t- = — J" substitDirt, 



47 

Wird diese Gleichung^ mk der iJlgemeiiien Gleichung cte = 

dz Bz dz dz 

£T-cte + ö— rfv combinirt, so kann entweder rr- oder rr- ©l^^nirt 

öx oy ^ ox öy 

werden. (Gewöhnlich wird ^ eliminirt, weil in V ^=: /(x, y, 
Pj 5 .*)♦ die Grösse y als die abhängige Variable gegeben ist.) 
Wird g- eliminirt, so folgt: dz = l-^ -[- --j — dx. (Z.B. 

für die Normal- Schnitte als Bedingungs- Gleichung wird F = ~^, 

demnach dz z=z i-r — h -^] tt- dx, wie im 11. Abschnitt bewiesen 

\dy ' dx/ dy ' 

wurde. Würde ^ eliminirt, so folgte: dz = (-^ — h^jo-^^ 

Dadurdi ist die Form hergestellt, in welcher der Ausdruck: 
dz = Vdx gegeben ist, und F ist : (^ + g)|i, oder: (l +^)^- 

dz 

Es handelt sich nun darum, das partielle DiflPerenzial -r- (oder 



dz\ 



ZU finden. Diess wäre sehr leicht, wenn z =zf(x,y) gegeben 

wäre, was aber nicht der Fall ist, wofür jedoch das totale 
Differenzial dz in Beziehung auf die Variations- Gleichung (p (oj, y) 
= gegeben ist. 

§34. 
Um zum Ziele zu gelangen, nehmen wir den im Differenzial- 
Calcul streng bewiesenen Lehrsatz^ dass es einerlei ist, ob eine 
Functioti zuerst total und dann partiell, oder zuerst 
partiell und dann total differenzirt wird. 

Nun ist das totale Differenzial dz gegeben, und das partielle 
Differenzial von dz nach y, /d idz)\ , wird hergestellt , wenn im 

\y ) 

Ausdruck dz die Grosse y und alle Functionen von y^ also j:), 9? r . , 
differenzirt, hingegen x und alle Functionen von x als constant 
behandelt werden. 

Daraus wird : 8 (dz) = (Ndy + Pdp + Q8j . .) (te. 

y 
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Nach dem Lehrsätze des Differenzial - Calculs ist aber 
I j=rdi ^1; demnach auch : 

und weil total differenzirt ist, kann auch total integrirt werden: 
l'^ + Cdx =fimy + Pdp-{-Qdg + . .)dx, oder 

Wird aus V = ("B'+T^/jr" ^®' Factor ^ substituirt, so folgt: 



(La^^\ ' ^y ~^y' 

ein endlicher Ausdruck, der in keiner Weise gleich NuU ist. 
Es ist demnach f(Ndy + Pdp+Qdg..) dx = - ^ ^^ v + ^^^ 

woraus die unbedingte Möglichkeit der Integration des Ausdrucks: 
f(Ndy-{'Pdp"\-^dq..)(lx folgt, da ihr Resultat bereits rechts 
des Gleichheits- Zeichens gegeben ist. 

Die ganze Frage ist demnach auf die Bedingungen der In- 
tegrabilität der obenstehenden Gleichung zurückgeführt. 

■ §35. 

Da total integrirt wird, so muss man die partiellen Differenzial- 

Zeichen ^ i» 8p = 8 ^, 8g = 8 ^, 9r = 8 0, ... auf die 

letzte Stelle zu bringen suchen, damit so viel als möglich Integra- 
tionen ausgeführt werden können. Nach dem oben angeführten 
Differenzial-Lehrsatz ist nach Ausscheidung der constantenFactoren 

dx, der Ausdruck: dp-=d^ = ^; ebenso 8g = 8 ^, = ^: 

^ dx dx ^ dx^ dx^ ' 

8r = Ta ^ ^' s* ^''i denmach: 
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U. s. w. 

Es wird demnach: /(i% + P9p + QSg + ß8r + . . ) cte = 

ZuBatz. Die Zeichen 9i/ und dy könnten auch unbedingt 
miteinander vertauscht werden ; denn y partiell nach y dif- 
ferenzirt, ist gerade so viel, als y total nach y difFerenzirt, wie 
aus dem Diff^renzial - Calcul allgemein bekannt ist. Ohnehin 

deutet in ^ dt/ das Zeichen dy nur an, dass z nach y differenzirt 

wird, und es wird nur der Gleichförmigkeit mit dz willen dy 
statt dy gesetzt. Es ist zwar dz sehr verschieden von dz^ 

y 

nicht aber dz von dz^ noch auch dy von dy. Darum hätten wir 
z y 

auch sogleich statt dp setzen können d/p^ ebenso dg statt 9g, etc., 
und die Integration hätte sogleich stattfinden können, woraus das- 
selbe Resultat hervorgegangen wäre. Diese Reductionen werden 
auch nicht vorgenommen, damit dy , dp etc., von der partiellen 
DiflPerenziation frei werden, sondern desshalb, damit alle 
Glieder hinter dem Integral-Zeichen den nämlichen 
Factor dydx erhalten, wodurch die Prüfung der Integrabili- 

tät des Ausdrucks: 

/»/-, dP , d^q d^E , \ „ , 

erleichtert wird. 
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§ 36. . 

Wird eine Function z =/(a?, y) (in welcher durch die 
Variations- Gleichung q>(xyy) =: bereits y als von x abhängig 
gesetzt ist) einmal total und einmal partiell nach y differenzirt, so 
entstehen im Allgemeinen drei Glieder dieses zweiten Differenzials, 
deren eines dxdy, das andere dy^, und das dritte d'^y als Factor 
enthält, (ein Satz, der aus dem Differenzial - Calcul allgemein 
bekannt ist). Denn durch das totale Differenziren entsteheü zwei 

Glieder rp öte + öt- dy , und durch das partielle Differenziren 

dieses Ausdrucks nach y folgt tt-tt- dxdy -\' rpj dy^ + o" ^ V 

Ebenso, wenn zuerst partiell, und dann total differenzirt wird, 

dz 
im ersten Differenzial: 9(ä) == ^dy, woraus durch totale Dif- 

y ^ 

f erenzirung die Gleichung : ^-^. dxdy + -r-, dy^ + ^ d^y hervor- 

geht. (Der Ausdruck ^-2 ^V^ kann singulär fehlen , wenn in 

z z:^f{Xj y) die Grösse y nur in der ersten Potenz enthalten ist.) 

Begegnet man daher einer solchen Differenzial - Gleichung, 

die nicht die drei Glieder, oder nicht wenigstens die zwei Glieder 

d^z dz 

^ ^ dxdy + ^ d^y enthält, so muss geschlossen werden, dass 

von ihr aus nicht auf ein erstes Differenzial durch Integration 
zurückgegangen werden kann. So wenig, als ein erstes Differenzial 
von der Form dz = f{x, y) dx, z. B. dz = xydx integrirt 
werden kann, eben so wenig kann ein zweites Differenzial von 
der Form: Kdxdy integrirt werden, wie aus dem Integral- Calcul 
bekannt ist. Wohl aber haben Ausdrücke von der Form: Kdxdy 
-(- Ldy^ + Md^y die Möglichkeit der Integration, selbst wenn 

L:=:zO ist. 

Nun ist In — — |- j~ — -r-j + • • ) ^^y ^^° solcher, aus 

partieller und totaler Differenzirung hervorgegangener Aus- 
druck, der demnach nicht integrabel ist. 
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JDfies^r Ausdruck ist aber in der vorstehenden Formel wirk- 
Hell integrirt , denn es ist 1 \^ — j — H j~r — »'jdxdy == 

F'^dx 
so dass rechts des Gleichheits- Zeichens das Integral des unter- 
suchten Ausdrucks gegeben ist. Daraus folgt, dass N — -=- -^-r^ — •• 
gleich NuU sein muss ; denn welche Grösse sonst hinter dem 
Integral-Zeichen stünde, das Integral / yN — -i — H j^ — ..jdxdy 

würde nie möglich sein, während wir doch andrerseits wissen, 
dass es nicht bloss möglich, sondern auch wirklich ist, ja dass 
wir es sogar vor Augen haben. 

§37. 

Die aus der bisherigen Entwicklung hervorgehenden Re- 
sultate sind: 

1) Es folgen für die Variations- Gleichung die beiden gleich 
wichtigen Gleichungen, die sich auch gegenseitig controliren: 

Ä+'*=('-g+-)*+(l-^)M^->"'+- 

F^dx 

(oder überall p z= -^ , 9 = ;r jj f = j-^ • • substituirt j. 

n. V-\--(-p-\-p'j = 

=(k^)((^-i+-)+(«-s+-)f+(«+-);-+-> 

Aus beiden Gleichungen, sowohl aus I.als aus II, kann die 
gesuchte Variation (p (x, y) z=: gefunden werden; aus I unbe- 
dingt, und aus II dann, wenn man den aus der Bedingungs- 
Gleichtmg ip(x, y) = folgenden Werth F kennt. 



4* 
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2) Aus Gleichung II. wird die Bedingiings - Gleichung 
xp {Xy y) = gefunden, indem man das in Gleichung L erhal- 
tene Resultat in Gleichung 11. substituirt, und durch Auflösung 
der Gleichung die Grösse F, und aus ihr die unbekannte Be- 
dingungs - Gleichung i}f (x, y) = herstellt, was immer möglich 

ist, da F = 7- substituirt werden kann. 

' dy 

3) Sind Variations- und Bedingungs- Gleichung gefunden, 
so geht man zur Entscheidung über, ob die Variation q> (x, y) = O 
Maxima oder Minima giebt. Man substituirt in dz die aus der 
Bedingungs- Gleichung tp {x, y) zrr: hervorgehenden Werthe, 
weil nur für diese dz gleich Null wird, und differenzirt noch 
einmal. Der positive oder negative Werth des zweiten Differen- 
zials entscheidet, ob Minimum oder Maximum stattfindet. — 

(Würde man hingegen statt der Bedingungs - Gleichung die 
Variations - Gleichung in dz =r Vdx substituiren, so erhielte man 
weder dz = 0, noch die entsprechenden Werthe im zweiten Dif- 
ferenziale, da für die Variations-Gleichung nur relative, hin- 
gegen für die Bedingungs -Gleichung absolute Maximaund Minima 
eintreten.) 

4) Will man die Function der unabhängig Veränder- 
lichen z =-/(a?, y) herstellen, so hat man zuerst die partielle 

CS Wf^T 

Differenzial- Gleichung ^^ ^j— =: zu integriren^ woraus z 

als eine beliebige Function von /(x, y) hervorgeht, und hierauf 
werden zur Bestimmung dieser Function V :=z (rT + j^)ö~9 

V = (^ + ~T^)ö~ iBitegrirt, woraus die Function z = /(a?, «/) 

folgt. 

5) Substituirt man aus der Variations-Gleichung g) (x, y) =z 
die Werthe x oder y in die gegebene Gleichung z = fVdx, und 
integrirt dann, so erhält man z als Function von x oder von y, 
je nachdem x oder y substituirt wird. 

Geometrisch interpretirt giebt diess die Projectionen der 
räumlichen Variations- Curve auf die Ebenen ZX, ZY^ während 
^le immittelbar gefundene Variations -Gleichung y (x, y) = 
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die Projection auf die Ebene JET giebt, wodurch bei geometri- 
schen Problemen die letzte Bestimmtheit und Anschaulichkeit 
erreicht wird. 

Zusatz. Alle diese Elemente sind vollkommen bestimmt, 
soweit Probleme, bei denen durch Integration willkürliche Con- 
stanten eintreten, vollkommen bestimmt genannt werden können. 
In der That ist auch ersichtlich, dass z. B. die durch Integration 
gefundene Fläche z z= f (x, y) nicht die einzige Fläche ist , die 
den beiden Curven (p {Xy y) •= und \p (x, y) = entspricht, 
indem z. B. a*, z^ und überhaupt ä". statt z gesetzt den Beding- 
ungen, dass z eine Variation , und dz =z werde, ebenfalls ent- 

V ^ 

sprechen. Jede allgemeine Auflösung hat diese Eigenschaft, 

die aus der Natur sowohl des Calculs als des Problems hervor- 
geht, und bei wirklich vorkommenden Problemen noch Platz lässt, 
dass zur. letzten Singularisirung anderwärts gegebene, oder will-' 
kürlich gewählte Bedingungen aufgenommen werden, was ein 
Vorzug des wahrhaft allgemeinen Calculs ist. 

§38. 

Es ist nicht nothwendig, dass man bei der Prüfung der 

dz 
Integrabilität von ^ bei dem Integral: 

stehen bleibt ; denn man kann die Gleichung (W) noch auf dop- 
pelte Art integriren, woraus andere, aber wesentlich überein- 
stimmende Criterien der Integrabilität der gegebenen Gleichung 
hervorgehen, die dann auch andere Variations - Gleichungen be- 
stimmen. 

Es ist nämlich auch: 
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m 

(3) (,}n=d,{ßid^-p+2-^+-)- 

je nachdem man in TT = / In — -^ — \"T^~ — ••) ^V^ ^^^ 

Factor dy, oder den Factor In — 3 — '"T^ — *7 ^ durch 

Integration ausscheidet. 

Aus den nämlichen Gründen , die § 36 ausgeführt sind, müs- 
sen die beiden Gleichungen: 

dx dx^ "*" dx^' da?* "^ ' • ' 

• ' * 

gleich Null sein , Gleichungen , die insbesondere da von Wichtig- 
keit werden, wenn entweder Vdx bloss x, y, dx enthält, oder 
wenn sich Schwierigkeiten und scheinbare Widersprüche in der 

Hauptformel N — -^ — |- -j-^ — . . = finden , von denen wir 

noch besonders handeln werden. 

Sämmtliche drei Auflösungen (1), (2), (3) genügen voll- 
kommen dem Probleme im Allgemeinen; im Besonderen aber 
hängt es von den anderwärts gegebenen Bedingungen des Pro- 
' blems ab , welche der drei Gleichungen gewählt wird. Die 
Gleichung (2) giebt eine Constante mehr als (1), und Gleichung 
(3) eine Constante weniger als Gleichung (1). Es karni daher 
jedes Problem selbst dreifach verändert werden, und jede der 
drei Auflösungen entspricht vollkommen der Natur der Aufgabe, 
wenn die Anzahl der Constanten nicht anderwärts gegeben ist. 

§39. 

Kehren wir zur ersten Formel zurück: 

•'+,-(?+'■) = {f+'){i^ -§+■■)+ («-)^-+-). 

so enthält sie in Beziehung auf F überhaupt dtei verschiedene 

Fälle: 
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1 

1) F = 0; dÄUn wird =^ + p = cc, und die weitere Unter- 
suchung ist nach dieser Formel nicht fortzuführen. Ist aber 

doc 
F =^ Oy SO ist in der Gleichung F = — — , offenbar dx = 0, 

2/ _ 
a? = c. Tritt diess ein , dann ist von selbst h- = , wie im 

Abschnitt n. bewiesen wurde. — Diess ist der gewöhnlich und 
fast einzig beachtete Fall der bisherigen Theorieen, und die 
Bedingungs - Gleichung ist: tp (x — c) = 0, geometrisch eine 
mit der Axe Y parallele gerade Linie. 

■2) F = CO. Daraus folgt dy = 0\ {y — c) =r 0, wie im 
Vorhergehenden erläutert wurde. Die Bedingungs -Gleichung ist 
geometrisch eipe mit ^er AxeX parallele Linie, eine bisher un- 
beachtet gebliebene Bedingungs- Gleichung. 

■ 

3) P SS db, d. fa* irgend eine endliche Function von (Jb, y, 
p, q\.)j wenn z. K Normalen oder irgend andere Linien und 
Curven Bedingungs - Gleichungen sind. 

Zusatz. In zwei Fällen kann man die Bedingungs -Gleich- 
ungen unmittelbar und a priori bestimmen. 

-a) Enthält im Ausdrucke z = fVdx die Grösse V bloss 

dz 
X und y^ so wird ^ unmittelbar gleich Null. Daraus folgt aber 

dx = 0, X = c a\a Bedingungs -Gleichung. 

b) Enthält F kein a;, sondern bloss (t/, p, g..), so stimnit 
das partielle Differenzial in Vdx mit dem totalen überein, da man 
^urch beide Operationen dasselbiß Resultat erhält. 

Daraus folgt durch Integration: 

K+C=,(p-^J + ..) + , («-§+..)+.. 

Vergleicht man diess mit § 37 , Formel 11 , so folgt : 

^+P = P, j = 0, -^ = 0, also y = c 
als Bedingungs -Gleichung. 
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Die bisherigen Theorieen hatten, da sie ans ^7- == nnr die 

Bedingnngs-Gleichung 2;= c nnbewusst setzten, in den Differenzial- 
Operationen nur x als constant gelten lassen, nicht aber i^nch y, 
was doch aus den Bedingungs - Gleichungen dy •= 0, 

^ = unbedingt folgt. 

Und dennoch nehmen alle Theorieen nach Euler's Vor- 
gange ') keinen Anstand, in diesem Falle die Variations - Curve 
aus Gleichung 11. (also mit nnbewusst gesetzter Bedingungs- 
Gleichung ip (j/ — c) =r 0) statt aus Gleichung I. zu bestinunen, 
weil dadurch eine Integration wegfällt, und die Operation kürzer 
wird; auch setzen sie in der Gleichung: 

die Grösse V keineswegs gleich Null, was sie auch nicht ist, 
obgleich sie in verschiedenen Theorieen als Null genommen wird. 

Uebrigens können in allen FäUen (den einzigen bereits be- 
handelten Fall: F = ausgenommen) die Bedingungs -Gleich- 
ungen aus: 

"+,-(?+*■) =(p+^)((''-S+--)+(«—)^-+-) 

bestimmt werden. Sie. werden verschieden , je nachdem man will- 
kürliche Constanten nimmt oder weglässt, und je nachdem man 
eine der drei Gleichungen des § 38 wählt, wie ja auch in Pro- 
blemen des vorhergehenden Abschnittes 11. nachgewiesen wurde, 
dass verschiedene Bedingungs -Gleichungen; z.B. gerade Linien, 
Kreise , Parabeln etc. , einer und derselben oder verschiedenen 
Variations- Gleichungen entsprechen können. 

§ 40. 
Zur Bestimmung d^r Flächen - Gleichung hat man folgende 

' ' • • • 

Elemente. 



-»■▼■ 



1) Euleri metli. inven. etc. §80, Scholion I; §§46, 47 CorolLV, VI; §66 
Casue'IV. etc. etc. ' . ' .v'- * ' 



J 
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1 ) Die Integration der Gleichung : ^ JF^ rp' =0 giebt 

einePiu&ctiön zwischen x und y als FunctioQVQn z^ /(^a $) ^^ ^^> 
worin jede Function von is genügt ^ welche <fe positiv Iä$8t^ wotlOf 
wie es gewöhnlicli der Fall idt, Vdx init . posUivem .Zeicbea g^Or 
geben ist. . v ■ .. 

2) Die Gleichung: F =^ ^|^ +^^ giebt integrirt: ä ri 

X 0^3 y) +/^f worin X (i»^ y) eine bestimmte FunctiQ»;von p u^ y 
auadrücHi während /os eine ganz willkürUphe Functionr ypn^fist^ 

• 3) Da nun |^ bekannt* ist, so giebt die Gleichung i^'-^ 1^1^) 

='Ö> 8^ ~ F9v ^'^*®^*'*'* ® ^ ^ (^> y) '4- yy/ woran wieder 

tp(x. y) eine bestimmte Function von x und y, und g)v.ßine Mnz 
willkiirlic^e Functipn von y ausdrückt. , 



'i '• 



'dz 8« ' 

• Dal für 'die Varlationar^Gurve: Vdx ^ar ^«te 4f g-rrfy istJsd 

,px vy^. 7 

giebt die Substitution der Werthe ^ und g- 4ie Mitteil i^n ;4l9 

Hand, die willkürlichen Functionen föc und yy zti b^siämmenl 
wodurch die Flächen- Gleichimg in ihrer ganzen 'Allgemeinheit 
und Bestimmtheit gefunden wird. 






§ 41. ' ■ '"' ^'''''' '"^ 

. Die Entscheidung, ob die gefundene yariation^rQlßiQljfing 
ein Maximum oder Minimum giebt, zählt zu ^^ ßchwerst^if 
Problemen der Analysis. , / 

In yielön Fällen weiss man aus der Natur de* Aufgabe, ob 
ein Maximum oder Minimum eintritt , z. B., bei 4Qr, Linie des 
sehnellsten Fall^; allein dieses Wissen ist nicht auf dm.,CalQlll 
gej^Hindet, und'dajfum auch für den Calcul werthlod. - v ' -v \ .7 

Etiler gebraucht die Methode, dads er sfati der gefuhdeh^gH 
V&riÄttoös^Ou^Ve ^ irgend > öiöe ' 'ÄÄdöre Güi*Ve , ai BJ e&fe ^^ötiÄdtö 
LiMe," iü den'^Au^^ttök /r^b 'ditfoi^tituir^ ti^drttus^^elli ergS^I»^ 
ob die Integration für die Variatioi»w0dpi?e^aiÄe*'i^fi»^r. dS4 1 
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stituirte Curve einen grösseren oder kleineren Werth h^t. Diese 
ganz empirische Methode Euler's ist wegen ihres wissenschaft- 
Bc^häfi Un^erthes 'allgemein aufgegeben worden. Es ist nicht 
jederzeit" )6lcbt,iia8 Integral^: /Fdap berznstelleii; und überhaupt, 
T^enit inäii'^stÄft der. Varmtions- Curve eine andere Curve sub- 
stituirt, so weiss man nicht gewiss, ob denn auch für jede a^ndere 
Curve dASseJ]^ Resultat' erfolgen werde, TJnd alle Q^rveji zu 
erproben, ist denn doch unmödich. Endlich kann die Variations- 
Gtttve eih Maximum oder MiAimum geben, je nachdem in ihr 
dieVÄriiBft)fe i? grösser bder kMner als die Constante d genommen 
jivird, und 'dif^en^Wfrtfa (» ^s^^ a k^nnt man nicht, ehe nicht 
aus dem Oalcul selbst über Maximum oder Minimum entchieden 
isl^/lK)T]dae8' dor/V^sufh, >die Schwierigkeili : durch r^empiriaehes 
Verfahren zu umgehen, schlechterdings, , zu keinem, sicheren Re- 
sultate fuhrän kann. 

Lagrange war es, der die Schwierigkeit direct durch den 
Clalxml ^uizugfeifeta wagte ^ wbzu sich weder Newton' und Leibniz, 
noch BernouUi und JEuler entschliessen wollten; und von kleinen 
Atifähg^ sind dilrch ^ die Bemühungen ' tiefsinniger Mathematiker 
diß . . .Ckitwen ijibßr r . J^f aximnm und Minimum der Variations-r 
B^flfultaite «u- umfengreich^en Formeln, Lehrsätzen und Betracht- 
ungen angewachsen. , 

Allein da die Variationen mit dem Symbole d bodenlos sind, 
und als Phantasie - Gebilde einen ..exacten Ausdruck weder bis- 
her gegeben haben ^ noch auch jemals geben können, so bleibt 
ife' niach ünglätibHch 'wcitlatifigem Calcul für jeden Forscher un- 

» ' . • * 

möglicih', definitiv zu entscheiden, ob im gegebenen Falle ein 
Maximum oder ein Minimum gefunden ist, weil keine öbjectiven 
dnd iifa Calbul gegründeten Entscheidungsgründe vorliegen. 

I>et^ 'gerade Weg, zu dieser Entscheidung zu gelangen, ist, 
äfeUE)^ in«9(i-dii0 FISöben -Gleichung herstellt, und in sie nicht die 
Variations-Otrrve, sondern die Bedingungs^ Gleichung Bnbstitoivt^ 
Fl^QMPb.*4töiBlntoQheidimg .über Maxitnum oder Minimum ganz 
^}DffM^4m liekwntenwdobjeotiven. Gesetzen des Diff^eprial«^ 
([Mi^lfl» gemSs^ioim^ AU«f Sishwierigkeit erfolgt. In, sq. ferne, kan^i 



Allein die HdTstelluQg der Flächen -Qldciiiingjn geeidiUsteU 

nem Ausdruck ist in vielen Fällen bis jetzt nicht ausfahrbar, Weil 
der Integral -Calciiil, der diess ssü. leisten hat, ii<H^h nicht 
alle seine reichen Hülfsmittel entfaltet hat. Die EslKtecheidnig 
über Maximum und Minimum der Variations-Resilliykte auf Her- 
stellung der Flächen -Gleichung gründen wollen, hiesse d^Jief in 
vielen Fällen die Sehwierigkeit auf imbestimmte Zeit-'verschielh^, 
statt sie zu losen. Es mus& daher entweder ein anderes, auf den 
gegebenen Ausdruck Vdx gegründetes und in Differenzial- Opf ra- 
tiotien ausführbares Verfahren gefunden werden, od^^weph d^ess 
ni^ht geecheheh könnte, so müsste diese Frage ausclrQcklich' als 
unerledigt anerkannt werden; den» eine Entschuldigüi^ ^'pder 
Umgehung auf die eine oder andere AH würde wedar der tV'i^en- 
seliaft noch der Erkenntniss zum Nutzen gereichen kömiaii^ ' 

§ 42, ' 

Das Gesetz der E^ntscbeidpng über M^ii^nm pnd Mn^W^ffH 
das \nr supheo, mpss in den verhergebenden Fpnneln eß|;hfilt§n 
sein. Wir stellen zuerst folgenden Lehrsatz auf; 

Wenn der Ausdruck: iN — ^ — }- ~f — . .) mit L, dcfr Aus-i 

^-'^ (C- +--§+■•) +(«-S+-)^:^}'!«:* 

bezeichnet wird, so ist (§ 35) .,.7 

Vdx = {l, + p)Uf{Ldxä^ + (J,+>) Kdx. ■ y 

Diese Gleichung behält ganz dens^lb^n Werth,? w^P i»^? 
aus der Bedingungs- Gleichung hervorgehenden Werthe dxy dy 
in sie substituirt werden. 

. Beweis. %) ^lalytisch. Streng -.genommen, enthält 1 diß^ 
Gleichung bereite <Jie ^us der Bedingung^rGrleichiwig ,herycif-y 

dz 8ä ' 

gehenden Werthe rfrr, rfy; denn sie ist aus Fi*» =? ^ dqi?- i^ »-'lÄy 
(V^rJatiLflnsi- Gleichung) und cte =?= ^ ^ pfi^g^ =v .0 ; (Bedjpgi^pgfi^ 
Gleichung) abgeleitet, so dass die Werthe F==-^,-^, afeo'diaaua 
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d«rBeidBigMng3.^3]ie]]chubg'hervorgQhtoden Weiibä dssydy^ in ihr 
entbajteji tixx^i > 

.b) g,eometriftclk Ist in i%.- FI/., die Linie vri die in der 
FlÄebe Uegefide 'Varjations-Curve, ra ifere Tangetite^ die Ebene 

ßf^l^i die tangirende Ebene der Fläche 
im Punkte r (x, y, z)^ ab die Bedingungs- 
Gleicbung in der Ebene XY (». B. die 
/^Normale), so ist die Tangente der 
Transversal - Curve arb ito Punkte r 
. parallel mit ab^ also.//? 4= ^9 ^^U 
rpzrsSi .ein absolutes Masicimum Minl-r 
naum' der Transversal -Curve arb ist 
Für VC =:? cfec, und 'rc'4? XFij^t. $0-^317 d« 
tz^VddCh Isi if»M 4= ««4=a6 (eine Folge 
-^=^ der Substitution der Werthe dx, dy^ 
aus der'Bedingungs-Gleichung), so sind 
riBiäiiltlicke td?^,"diäzwischen'dto Parallelen m{i und nv enthalten 
Siäd',' aldo^mn'- isd-, jwrMeina^et" gleich, weil sie Parallelen 'ztiri- 
schen Parallelen ÄMid. (TS^Srkien hingegen andere Werthe da?, dy, 
ali^, /di[e ^au9 d^3edingungB-Gleiphui|g hervorgehenden, in Fete 
substituirt, so entstünde eine zwar in der tangirenden Ebene 
l^egen^ ^ aber Init ab nicht me^r parallele Linie Uk^ und die durch 
sie bestimmten Werthe d^, nämlich ^A, ^g^ kg etc. wären keines- 
wegs einander gleich; sie würden einer anderen Curve entsprechen, 
die nicht Trj(inf;yeirsal -Curve wäre, töid die daher auch den Werth 
2 = rp nicht zu einem Maximum öder Minimum machte, also 
aisio AticK nibht dferVariations* Curve entspräche.) 

fr»'. 

§43. , ^ 

Erinnern wir uns nun aus Abschnitt 11, wie die Variation s- 
iGHeichuhg bei Solchen Functionen gefunden '^rd, in denen noch 
keiiie lnt(0fgral- Ausdrücke enthalten siiid. Man sübstituirt in dz 
die Bedinguiigs-rGleichang ^ s^sztfda ^= 0, und lei'let darlu^ die 
Varlations- Curve ab. — Wird nun umgekehrt die Variations- 
CitiH^Ch'Ätis iih^er Gleichxmg da = abgeleitet, so ist diese 
Gleichung das erste Differemdal von, z in Beziehung auf die 
Bedingungs - Gleichung. 



Kun' ist Vdx = (^ -\-.l\J^(L(h:dy\-\-^^p\ K(£cl Diese 

\ 

Gleichung zerlegt sich in die zwei folgenden: Vdx = l^+plÄ'da^ 
und (p- -^IjJ^yLdxdy) = 0. Fdx = (^+1>) S:dx drückt geo- 
gecHttetriseh aus: «c si= tnn, «e srr ^i/v eta, und f ^ -f-i j / (l/Jxdy j 

* « 

:= drückt geometrisch aus: sc — mn zz: 0, sc^— /nv =r etc., 
so dass (^ "H^M i^dxdy] = 0, gleich da = 0, ist, d, h. das 

Differenzial von. z für die Bedingungs-iGrIeichungj dehn nur die 
BedinguÄgs-Gleichung macht: (sc — mn)^. (sc -r- fiv) etc. gleich 
Null , während jede andere Gleichung die Differenz der ver- 
schiedenen d&y ((sc — th)y {ßc — kg)) etc. keineswegs gleich Nttö 

maph^ ...... 

Daraus haben wir das gesuchte PiffereiuEial der BodJngimgfr? 

©Imchung: d?t = =« (J- + l)J*^ldaBdy)* . Die.'pniädle In- 

tegraticm naqh x odery. giebt: : /j 

:[^+i)(lixLdy^/0(i(iLdy)^^ .; ... 

liS ist im Allgemeinen gleichgültig, welche dieser beiden 
Gleichungen gewählt wird. Nur, wenn die Bedingmigs-Oleichui^ 
o? = c ist, muss wegen cte = Formel (1), und wenn die 
Bedingungs- Gleichung «/ = c ist, muss aus demselben Grunde 
Formel (2) gewählt werden. 

< Um über Maximum und Minimum «atsoheifleii ssq kOnnen, 
wird diess erste Differenzial noch einmal differenzirt, aber jetzt 
im Sinne der Bedingungs-Gleichung. Da jedoch L'dx und /yd (L die), 
ebenso Ldy und fxd (Ldy)^ schon furi die Vämfion8-^.01eie]iiing 
gleich '' Null sind , so wird diess zweite Differensial einfach 

d^z =: l=- + l)yd (Ldx), oder = ( ^ -|- i j xd(Ldy\ worin, nach' 
Substitution der Bedingungs-Gleichung, die Differemsialien d(£dir) 



und d (Zfdy) nicht paehr gleich Null sind, ao dass nun die posi^ 

' * ■ (1 \ 

tiven oder negativen Zeichen von I ^ + i lyd (idx), oder von 

I =?--+- i ja: d(Ldy) über Maximum oder Minimum der Variation 

entscheiden. 

i Fitr 'J^ r=± (was l>^ de^ 3edinguQgs*-Gleichipig x z=:c si^fttt-^ 

findet) wird d^z anbedingt gleich xd (Ldy)^ da in diesem Falle 

dz 
die Gleichung dz •= ^dy z= stattfindet, woraus unmittelbar 

1 1 

d^pi = xd{Ldy) i^bgeleitet wird. In diesem Falle ist ^ = -t: — — - = 0, 

Für die übrigen Bedingungs- Gleichungen erhält (Er+^l!/ 

einen ^b^ljnuntep endlichen^ positiven oder negativen Werth« 

So kann nun das folgende einfache und leichte Gesetz der 
]&]tBOl|ei<la^g ^er Maximum oder Minimum atffgestelh werden: 

-. ' Mättrttimjiti aus der Variations-Gleichung idie Aii&- 

drücke: Ldx^ d.h. \N — -j — h j-f -^. .1 da? oder Ldy^ dif** 

ferenzirt si^ für die bereits gefundene Bedingungs- 
Gleichung und multiplicirt diese Differenzialien mit 

(«~+i)y oder mit 1-=-+^) i»; das positive oder nega- 
tive Z>eLckeii dieses Productes zeigt an, ob die .Varia-* 
tion ein Miiiimiizti oder ein Maximum giebt. 

§44. 
Koch bliebe zu untersuchen und nachzuweisen, welchen Grad 

die Variations - Gleichung : JV — -^ 1- -r-y — . , = annimmt, 

je nachdem im Ausdrucke Vax die Variabein Xy y j p, 9 . . sämmt- 
Hch enthalten sind, oder theilweise fehlen. Da diess jedoch bloss 
die Technik der Integration betrifft, und da der Ausgangspunkt: 

N — ;Tr + ^Jr — • «^ = ö derselbe ist, auch Behandlungsweise 
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und BeiMikate di«0dlbeii bleibeiy, vne auch Immer ^e .OleÜKung: 
N — jit + J~T — . . = itbgeleitet werdjßn möge, so übergehen 

wir diese an «ich leichte Untersuchung, lun aö amkat^ als ^e .in 
jeder der vorhandenen Theorieen naohgeseheh werden hann* 

Und nun, da sännntüche Punkte d^r a&gei£iehi^n Formel 
erläutert sii!id, ihSgen Giftige Beispiele folgen, und zwai* solche, 
die bereits bekannt uäd bearbeitet sind, dtodt di^'tteeultat^^tftn 
so leichter verglichen und gegen einander gehalten werden können« 

§ 4& - 

Beispiel 1* Gegeben ist: a -st f {dony -^ y^) do^ (Eul^r 
Meth. inveniendi etc, pag. 39.) * '' 

I. Bedingungs- Gleichung. DaF=s(axy — y^ Vemdy 

enthält, so ist sogleich eine Bedingungs - Gleichung gegeben, 

• t , .1 

nämlich: x — c z^ 0, demnach auch ^ =; 0. (Keineswe^ sind 
aber ^ öden dy gleich Null ': .^ 

n. yariations^Gleichung, Es i8t,l2V-^-^4-».j p=0; 

demnach da weder r noch Q etc. in der Gleichung vorkomme^ 
N =z Oy daher acc — 3y^ = 0, woraus Äe VariatioBS^-Gleichifagi 
ax = 3y^ folgt, geometrisch eine ParabeL ^' 

in. Ableitung der Flächen- Gleichung. Da 5— = 

ist, 80 folgt aus Vdx = rr-da; + rp^y die Gleichung: F= ä^j 

dz 

^ = axy — y '. Die Integration giebt : ä = | aa^y — xy^ +/y^ 

worin /y eine ganz beliebige Function von y ausdrückt 

Um sie zu bestimmen, wird z differenzirt: 

dz = (axy — y^dx + Hax^ ---.3^y* +/^).rfy.; - : 

Diess mit dem gegebenen Ausdrucke : dz = (cucy — y") dx 
verglichen, zeigt, dass (|aa;*^ — 3xy* '^ f'y) = 0' sem inüsi3€f^ 
für die Bedingungs -Gldchung x rsz c, für welchcw'aiioh. cto* a^ 
(oapj/ — y^ dx gleich Null wird. Es ist Aemna,dkfy «3 Smy'-r -|aa^ 
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. «IMjÄary^^^tMp^m: £b(3jf* •^/oaa) (iüa der Vaiialioii8*-61eiöliüag) 
gleich NjUI ist, qo wir^ /'y entweder ^ax'* oder |ajy* (letzteres, 
wenn 3xy^ — ox* = durch 2 dividirt, und von fy subtrahirt 
tvird.) 'NehmCAiiwir /y =.\aa^ (für a; ^r= c), so "wkd fyc=2 ^ac^. 

Demnac&i a Ä 4ay (sd' 4- c*) -^ ^^• 

[ . ^ , ^oU ^^ß Gleichuf^g als FläcHeaEi - Gleichung , geometrische 

Bß4§utuiig. hal:^enj so* ist. z der Ausdruck ein/^r Function der 
Qji^din^te ^ die : bier yon dritter Dimension seizjL.muss, also C^ 

h^^ etc., 6^e* etc. Die Grösse z als Function von 4* kann jede 
Verbindung der vorhergehenden Ausdrücke repräsentiren , mit 
^r eiiizigen Einschränk^mg., dass dz unbedingt positiv bleibt, 
wenn es in dis = Vdx positiv gegeben . ist.. Die geometrische 
Fläcbep- Gleichung ist demnach: 

IV. Entscheidung über Ma^cimum und Minimum. 

a) Aus der gefundenen Flächen- Gleichung. Diese 
giebt, für o; == c differenzirt: . . ^ 

(^ = (ac* — 3cy^dy; d^z = — 6cydy^. 

\ b^'Aus der Differenzial- Formel: d^a =t 0sd (Ldy). 
^iflf: iat.^Jlfi^^:=z N ::=, ax . — 3y*, und d(Ldy) für i? s^ c, wird 
gleich. -t- ^4^ (^^, demnach d^i? — -r^ 6xydy^ = — : ßeydy^y ein 
mit dem vorhergehenden vollkommen übereinstimmendes Resultat. 

DiiBser Ausdruck ist für positive y negativ, und für negative y 
positiv. Die Variations-Curve ax = 3y^ giebt daher für posi- 
tive y ]|[axima., und für negative y Minima. 

Euler findet unbedingt Maxima, und sein Schluss, den er 
Ans der Vergleichung der Variations-Parabiel mit der geraden 
Linie y zti^nx zieht, dass nämlich das Integral - Resultat der 
geraden Linie: (^nax^ — \n^x*) unbedingt kleiner sei als das 

4 1 • (XX 
Integral - Resultat der Parabel : zr^ ox* y -^ , verliert an Gültig- 

keit.j weil unbewnsst der Werth y -k-, d.h. 3/, bloss positiv 

genoimnen wiid^ während das Wiurzelzeichen auch den negativen 
Wetth ^ repräsentirt. 
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Geometrisch ist diess sehr leicht einzusehen. Der Ausdruck z 
hat in der Flächen -Gleichung: /(f) = ^ayix^ + c^ — xy^, für 

4 

±y, d. 1l in verschiedenen Coordinaten- Räumen, selber ver- 
schiedene Zeichep , so dass allgemein für die Variations-Curve 
in den Flächen -Räumen -j-X + F und + Jf — T positive und 
negative Maxima für z hervorgehen, was auch die Formel 
d^z s= — '6cydy^ andeutet. 

V. Herstellung der Projectionen der räumlichen 
Variations-Curve. Wird in Vdx = (axy — y^)dx der Werth 
ax = 3y^ aus der Variations-Curve substituirt, so wird z =/(Q 

= / laxy -ö-^ o<lßr/(0 = Tj^y ~o^ was je nach dem 
Werthe, den /(J) in der Flächen -Gleichung hat, eine Parabel 

oder eine transcendente Curve repräsentirt. Sie ist die Pro- 
jection in der Ebene XZ. Wird adx = 6ydy in f (axy — y^dx 

— 2—^ s= -^^ , die Projection in 
der Ebene FZ, von der wieder je nach dem Werthe, den /(Q • 

in der Flächen -Gleichung annimmt, dasselbe gilt^ wie von der 
Projection in der Ebene XZ. 

Zusatz 1 . Nimmt man allein die Flächen - Gleichung , 
z = iöy (ac^ + c^) — xy^y so sind unzählig viele Variations- 
Curven für unzählig viele verschiedene und beliebige Bedingungs- 
Gleichungen möglich, so dass z. B. die Bedingungs- Gleichung 
fix-^vy = yb eine ganz andere Variations-Curve giebt, als die 
gefundene Curve: ax = 3y^, woraus man auf die Unbestimmt- 
heit des Problems zu schliessen versucht werden könnte. Allein 
diese Experimente mit verschiedenen Bedingungs -Gleichungen 
und verschiedenen Variations - Curven haben ihre Schranke darin, 

dz dz 

dass ihre Substitutionen in dz = ^dx -{• ^ dy den gegebenen 

Ausdruck Vdx herstellen müssen, und diess vermag nicht eine 
beliebig abgeleitete Variations-Curve, sondern die gefundene 
ax = Sy*. 
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Zusatz 2. Docii si diese Va]iations^CtH*ve incht die ein- 
zig mögliehe. In § 38 haben wir drei äquivalehte Formeln 
für die Variations - Curven gefunden, und wählen w«: statt: 



€bc 



= 0, dann wird V ^ {^ + p)(£ + K^), r 

Nun giebt die Variations-Gleichung dN = integrirt N= — k\ 
also ax — %' tu — k^y ein^ von äx -^ By^ ^^ verschiedene 
Variations- Curve. Für diese Variations -Curve: Sy^^^dx -^^ P 

findet man die Bedingungs- Gleichung aus: V = (i^i+jp) > 

worin der Vereinfachung willen C := gesetzt ist. 

Es wird : axy — y ^ = — ^- — yk^, woraus 2y^ =. =,^ und 

Sk"" 



dap=:~-=^- ist: -F==~-^ 
^ ax oy ay 



ff/yk 

Nun ist für die Bedingung sGleidiung: F -= — -r- ; es wird 
demnach -r- = — , woraus durch Integration die Bedingungs- 

Gleichung folgt: ax = 3k^togy-u fe W:elcher die CoQßtaota c 

in. den successiv eintretendep Transversal- Curven coptinuirlich 
aufeinanderfolgende Werthe , ^.nnimmt. 

Die Untersuchungen über Flächen-Gleichung, über Maximum 
und Minimum, über Projections- Curven etc. werden wie im 
Vorhergehenden geführt 

Zusatz 3. Die dritte Formel §38, (/(^äa;) — P-]^ ..) = 
findet in diesem Beispiele keine Anwendung, da /(aar- 3y^)dx 
unmöglich hergestellt werden kann , wenn nicht ax — 3y^ = ist, 
was auf die zuerst gefundene Variations -Curve zurückführt. 

§ 46. 
Beispiel 2. Gegeben ist: 
z = /{ISa'x^y — 15a^xy + 5a^y^ — 3y*) dx. (Euler pag. 40.) 
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I. B^dingungs- Gleichung. Auchluerist; wie in Beispiel I^ 
die Bedirigungs - Gleichung a; = c; ebenso tt- = 0; — = F. 

IZ.Variations- Gleichung. AusJV=J5(oV — a'a:-Ha^' — jf*) 
sE folgt: or^a?* — a'a? -+* «y — y* « als Variations- Gleichung, 
die sich in die Factoren {ax — y*) (ax 4-y* — a^)z=iO zerlegt, so das^ 
zwei Parabeln den Bedingungen der Variation entsprechen. 

dz 
in. Herstellung der Flächen-Gleichung. Aus ^p = K 

folgt: 

z = 5a*x^y ö^o'^y -{-Sa^xy^ — ^xy^-^-fy. 

Die noch willkürliche Function fy wird durch Diffei^enzirung 

von z hergestellt. Es wird: 

. dz = {ISd'x^y — ISa^xy + Sa'y^ — 3y^) dx + 

+ {5a'x^ — ^ a^x' + ISa'xy' — 15 xy' +/y) dy. 

15 

Da dz z= Vdx ist, so folgt: 5cfx^ ^-oV+iSa'xy* — 15xy* 

+ fy =z 0. Wird N =^ davon subtrahirt, so folgt: 10a*x^ 

15 f 15 
-^Q^Qi? •= f'y^ oder für x z=z c^ fy "=2 lOffc^y ^ä^i^y. 

Die vollständige Flächen -Gleichung ist demnach: 
z = 5a'.yix'^ + 2c^)'^^a^y(af^(^)+5a'xy'^ — 3xyK 

TV. Entscheidung über Maximum und Minimum aus 
Differenzial - Operationen : 

Ldy = 15 {a^a? — n^x — a'y* — y*) dy für cc = c, wird: 
d{Ldy) = 30.y{^* — 2y^)dy\ xdLdy = 30xy (a* — 2y») dy«. 

Für positive Werthe von y ist dieser Ausdruck negativ^ 
wenn 2y^:>a*y und positiv, wenn 2y^<ia^ ist. 

Die erste Parabel giebt für a?: = |a die Gleichung: o' — 2y^z=0 
und für a;<Cia ist 2y^>^a\ Für die zweite Parabel findet das 
Umgekehrte statt. — Die erste Parabel giebt daher von x zzzO 
bis X .zr= ^a ein Minimum, imd von x := ^a bis x =: oo ein 
Maximum von z. Das Entgegengesetzte tritt für die zweite Parabel 
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ein j womach Buler^s Schlussbemerkung zu interpreüren ist. Bin- 
gegen für negative Werthe von y^ die allerdings stattfinden kön- 
nen, tritt für beide Parabeln in Bezug auf Maximum und Minimum 
von z das entgegengesetzte Resultat ein, was sieh auoh nach Con- 
struction der Flächen -Gleichung sehr leicht geometrisch inter- 

pretiren lässt. 

§47. , 

Beispiel 3. Gegeben ist: ä =r / ^3— 5. (Das Newton'- 

sche Problem ; Newt. Phil. nat. princ. math. Sectio Vll, 35, Scholion, 
Euler pag. 51 , und andere Autoren.) 

I. Bödingungs - Gleichung. Da in diesem Ausdrucke 
kein x enthalten ist^ so ist eine Bedingungs- Gleichung sogleich 

.=, = 0, demnach dy ^=z 0^ y =z c. 

n. Variations - Gleichung. Diese wird sogleich aus 
V+C = y^ +p) Py d. h. aus F+ C =: pP hergestellt 

Da P-'jj-^2yr ist. 80 folgt ——^ + a- IT+p^' 
woraus 2p^y = a(i+p*)^ als Variations -Gleichung hervorgeht. 

Da diese Gleichung in Bezug auf p vom vierten Grade ist, 
so kann sie nicht so integrirt werden, dass y durch ä? gegeben 
würde. Man bestimmt daher nach Newton's Vorgange sowohl x 
als y durch j5, und erhält zwei Gleichungen für x und y, aus 
denen durch Elimination von p , soweit es die Algebra vermag, 
die Variations -Curve q>{Xyy) = folgt. 



ail -4- p^)* 
Es ist sogleich y = ^ 3 — . («) 

_ y , Cyjp 
p '^ J p^' 

Wird aus o der Werth y substituirt, so folgt: 



or + c = 
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Fig. VUL 



m. Herstellung einer zweiten Bedingungs- 
Oleichung. Auch die Normale ist Bedingungs - Gleichung 

der gefundenen Variations-Curve. Denn wird in F H — ( ^ +p) = 

=: ( = + p j P die Substitution F=p vorgenommen (die N o rm al- 
t/o^ C Ci 4- o*) 
Gleichung, § 22, Zusatz 2), so folgt: jj^ -{ ^ J^ ^ == 

^-^^T .^1^/^'^ ^p'y = ^(^ +^')^ ^«^ '^^ d^ g^ 

fundenen Gleichung 2p^y = a {1 +p*)* identisch ist, wenn 

2C = 3a gesetzt wird. 

Ist daher (Fig.VIIL) die CurveXa die Variations-Curve, so sind 

die geraden Linien bT und Ih (Normale) Bedingungs-Gleichungen, 

d. h. die Curve Xa giebt kleinere Werthe 
von i5, als die Curven Xh und XF, oder 
auch als die Curven -STi undXi; keines- 
wegs aber gilt diess für die Linie mr 
(a: = c), denn für diese Gleichimg giebt 
die Curve Xn einen kleineren und-Xm 
einen grösseren Werth von z als die 
Variations- Curve -Xia, so dass für die- 
ses Problem weder o? = c noch 5- = 

gelten kann^wie sonst angenommen wird. 
rV. Entscheidung über Maximum und Minimum aus 
Differenzial- Operationen. 

Aus der Differenzirung von F folgt: N r= ir^ — ^y P = 
3yp' + yp* demnach ^-^-±^'-^*^-i^-^U 

Q M +0*) 

Aus dem Differenzial der Gleichung (a) y = ^^T^ 

folgt : dp = ,^ . — 5~-T — ü^« Dieser Werth in -j- substituirt, 




2\8 



Wird nun (-^ +i j yd{L(k') im Sinne der Bedingungs-Gleichung 
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ausgeführt, so wird d^ss für die Transversal -CiHrve gefhnden. 

Ist die Normale Bedingungs- Gleichung, so wird p = — -p, 

1 

d. h. es wird statt p substituirt, und nach p differenzirt. 

Statt dessen kann sogleich nach p differenzirt und am Ende 

überall statt p substrtuirt werden. 

P 

Diese Operation d(Ldx) ausgeführt und dp = ,. . — -— s st 

substituirt, giebt: 

Wird ans Gleichung « der Wortli ^ — -^^ substitoirt, 
so folgt: iei(Z-daf) s= — ^ j. f_ ^ -4 dx*. 

Und nun statt p substituirt, folgt: d^z = {l -{'p*)yd{Ldx)y 

oder flPa = H a ^ ri ^^*y ^^^ unbedingt positiver Werth, 

da wegen log p (in der Variations- Gleichung) der Werth p 
positiv sein muss. Die gefundene Curve giebt daher Minima. 

M«- 

- — -* ^ da?. (DieBrachy- 

stochrone ; Euler § 34 und andere Autoren.) 

P 
I. Variations-Gleichung, Da^iV =s 0, P c= ->-:r^ 



Q = 0.. ist, so folgt: JV — ^ hir-r — - = ^ — t-^^J-t - , ^ - ) 

^ ' ^ da; * (li* da: \/^.r]/i_^p/ 

= 0, denmach: > , ^—= rT = C = -7=77-, woraus » = -^:r~^ — '■■ ^r , 

V^a;|/i^p2 ^2a^ ^ /^(2oa: — ;r*) ' 

dy = ^ =r^ und durch Integration: 

K 2aa; — x^ 

y nn a arc . cos i j — \/^2ax — x^ , 

welches die bekannte Gleichung der Cycloide ist. 
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Zu bemerken ist, dass in den vorausgehenden Gleichungen 
der positive Werth des Wurzelzeichens genommen wird , so dass 
derselbe Werth in der Entscheidung über Maximum und Minimum 
beibehalten werden muss. 

H. Bedingungs-Öleichung. Aus K= ( ^+jp| ( — +pV 

i^L+Ü = {Up)(^+ -T^=) folg., ' 

^ C P 

= 4 + c+£. 



,/^xVl+f ^p ^ 

'■ ' ' ' 1 ' ' k 

Da P = --TH- ist, so werde C = -rrg- gesetzt, und da 

ist^ folgt: 



p/'2a /^2a ~ F \p^2a "^ ^2a) ' 
und daraus F == 7— -— ^r > worin & jede constante Grösse bezeichnet. 

' Da der geometrische Ausdruck von ^ j_ '' r. i^^fch nicht eAnit- 

telt ist, und die Substitution: p = _ A ' — eio schwieriges 

}/ 2gw; — flr^ ' - 

DifPerenzial giebt, so setzen wir k = 0^ woraus eine allgemeine 

Bedingungs- Gleichung folgt: F:=zp, nach §22 die Gleichung 

Dieselbe Gleichung würde sogleich gefunden worden sein^ 

wenn in V = (^ + j)j ^- -(- Pj die Cönstante C gleich Null 

gesetzt 'worden wate.. 

in. Entscheidung über Maximum und Minimum 
aus Dififerenzial-Operationen. Ini gegebenen Probleme ist 

^ = -f ' "°^'*^^=7>7^+7) ist, wird! =-g = 
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differenzirt —^ = q =i ^ ± giebt. Dieser Werth substituirt, 

wird L = ö — 7= — />.^ . — T^ — ^^Ä — -T^— 5 ^"id nun im Sinne 
der Bedingungs- Gleichung, also blos9 nach p differenzirt, wird 

"^ (^^ = 2/-x/(i+j)') (^(JT?1 "^ ä^-') '^'- 

Damit das zweite Differenzial d*a hervorgehe, muss überall 

statt p substituirt und d (Ldx) mit l^+ijymultiplicirt werden. 

Die Substitution von statt p in q =z 7^^ ^ giebt 

~ 4^8 ^' und m V^i+p* = p[^K^^ ^^^^ ^ö nämUche 
Substitution: ^ 1l1±p!. Es wird daher cP» = (^ +i) yd {Ldx) 

oder reducirt: 

so dass die Variations-Curve unbedingt Minima giebt. 

rV. Ableitung der Projections - Gleichungen der 
Variations-Curve, 

a) Die Projection in der Ebene XY ist die Cycloide: 



a — X 



y =Laarc cos V2ax — x^ , die Linie Oay (Fig, IX.)* 

b) Die Projection in der Ebene XZ wird gefunden, wenn 

der Werth p' = ^r in dz = - — ^^^ substituirt, und dz 

^ 2a — X yfx 

integrirt wird. Es folgt dz = ~== , z z:= ^2a arc cos — — , 

worin z für rr = ebenfalls gleich Null ist, so dass das In- 
tegral vom Anfangspunkte der Cycloide genommen wird. 



n 



- — "L" ^ — , sondern 

/ ^^r"%. — ist (der constante Factor -^ttt- ward , weil ohne 
Einfluss auf die Variation, weggelassen), so ist die wahre Fall* 



Weil jedoch die Fallzeit nicht f 

VJT+f) dx . 



zeit: 



a 



X 



dt: a = [/ - arc cos- — ^, worin g den bekannten numeri- 
schen Werth der beschleunigenden Kraft ausdrückt 



Fig. IX. 




Ist die Linie OZ (Fig. IX.) das 
lineare Mass der Fallzeit für y = 
2an zu OYy 80 wird die lineare Gleich- x 

Ka a — X 

a 



ung: 



arc cos 



-, oder 



X z=: all — cos ~ß ) d. 1. die Linie 
\ a/^aj 

OckeZ. 



woraus 



a sin -^LÄ. folflrt, die Curve Owm. (Die 



c) Um die Projection auf ZY zu erhalten, wird in die 
Gleichung der Cycloide der eben gefundene Werth x substituirt, 

C!ycloide hat die Ordinate x im Punkte a als Maximum, die 
Curve OkZ tangirt die Linie OZ in den Punkten und Z^ siö 
hat in k ein Maximum von x imd in den Punkten c und e In- 
flexionspunkte. — Die Curve Onm tangirt OZ in und my in 
m und hat im Punkte w (für y = an) einen Inflexionspunkt.) 

Zusatz. Der Sinn der gefundenen Bedingungs-*- Gleichung 

uX dfj 

F :=^ p d. h. — ;^ (für die Transversal -Curve) gleich p -=2 -~- 



dy 
Fig. X. 




ist folgender : Die Cycloide 
OcrY (Fig.X.) ist der geo- 
^ metrische Ort aller abso- 
luten Minima von s, die 
in der Variations- Fläche 
für die Normal - Schnitte 
der Variations- Curve ein- 
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tretßn, d. K^ ä ist kleäi^r z. B. für den Punkt c als, für alle 
Punkte, die in der. Normaie ab liegen, so dass ein Körper, der 
nach dem Gesetze der Schwere fällt, in derCycloide früher hieim 
Punkte c anlangt, ak z. B. bei den Punkten h od^ ß, WjBnn er 
in dfeü Linfen Oh od«r Oa fiele. Ktinööwega' 'WördeÄe&s abeir 
füi: Punkte eiper . von der Ngrumle verschiedenen Hple allgemein 
gelten. Ebenso gelangt ein Körper in der Cycloide frimer nach lo, 
als in irgend eiht^r änderen Liriie etwA niach den PöÄkteil t o44^ q^ 
fri^lel; ^ach r als n^ch d^ Punkten m, 8, n etc; Ebenso gelangt 
Qr frühei* in der. Cycloide nach den. Punkten c, «?, r . ., als in 
irffend. .einer anderen Linie. 

Würde ein Körper ii;^ den geraden Linien OMy Os, Or, Ox efc. 
ftiUeh ^ s,Q wäre die fa^lipeit des Korpers , der in der Linie" Or 
fällt, ein Mininpuzn. Ist daher das Problem gegeben, den Punkt 
ö^ihel^ WiÖktirfichen J^mie /nn zu bestimmen, für welche die Fall- 
zeit vom Punkte aus ein MiiHmtml ist, so wird der Punkt r 
gefunden, der durch die Cycloide und durch mn als Normale der 
CyclöMj^gegebfeii i'st. ' '^ '"\ '; ';'■ 

Wäre die' Entfernung Öm üiid die Lage der Linie rnh gegen 

ÖF ein* «ödere^ifco' würde- eine ahdeore Cyeloide, abwdocbJMii 
als Normale dieser Cycloide g/afundfen, und der Punkt des schnell- 
sten Falles in ihr wäre ihr Durch^chnittspunkt mit der Cycloide, 

§ 49. 

.■'."' ' , • ' > ■ ' 

In den nun folgenden Belspiefen wird es sich vornehmlich 

um die Beclingungs - Gleicüüngen handeln, weil von flinen 

£e ttUrig^R BestuDBnöigepnnkte abhän^gi^amd. >. ■ \ 

L G|8gefeenist:Mrfa!/-(l+iP»).,(Euier §37.),,.;, ^ =, . 

Hier jat N =z x^(l -{-p"); P = T^TJ^p)' ^^ **^® »"^ 

dP 
N — -r- "=: folgende Variations-Curve kann nicht leicht durch 

dso •. ) ^ 
Intagrati,<>ii hergestellt werden. 

SöHte sie aber auch unbekannt bleiben, so folgt doch aus 
i^ = (^+p\(+ p\ sehr einfach die Bedinguügs- Gleichung. 



Sateea ynt , trie bei der Brachystochroöe ^ C = O-jr dana wird 

60 da66 die Normale der (unbekannnten) Variations«-Curye 
ab. Bedingunga-GleichuQg erscheint. 

n. Gegeben ist: ä = 1 — ^^ — ' ^ ^ (der analytische 

t/ q i • ' -.' !) 

Ausdruck des Problems, die Curve zu finden, die mit ihrer 
Evolute den kleinsten Baum einäciliesst)^ . ) . : ; 

Da in diesem Ausdrucke kein x enthalten ist , so kann man 
diö Variations- Curve sogleich aus Gleichung IT. ableüfe^A: - 

^=a+'-)(f+^-i+(«-:)i- • ' 

Betet raan, da F kein x enmit, T = pY^ -f P — ^) ^ Q^y 

wie Euler und nach ihm andere AutQren thun, widiwas vc^Ufj 
kommen richtig ist, so folgt die unerwartete Bedingungs-Gleichung 

^ = 0, also dy z=: Oy y -ziz c (als Transversal - Curve). Im 
gegebenen Beispiele wird, da 2V = 0, also P — -^ = C ist, 
r=D + Cp + Qg, oder: il±PD- = D + Cp — ^^ "^P^ Y^ 

9 

Es verdient, bei Euler verglichen zu werden, welche viöle 
Transformationen nothwendig waren, dass diese Gleichung als 
eine DiflFerenzial - Gleichung der Cycloide erkannt wurde. — 
Und (Joch ist diess auf den ersten Blick einzusehen. Denn aus 

2 = ^-^if-^ (§ ^^' ^') ^^Ig* f^^ ^® Cycloide: ^iiÄ = 4a^', 

un<f dicss ih die vofanstehende Gleichung subötituirt, giebff 
8ap,= D + Cpj also B ■=. ^ C ^= 8a^ so dass die Cy^jloide 
die Curve ist, die das verlangte Minimum giebt , 

Zusatz. Die Bedingungs- Gleichung j^ = c zeigt an, dass 
die Transversal- Curven senkrecht auf OY stehen (Fig. IX. 
|i4i8<)^ %^1&^ hßy «ad awsir \sk ftUen Punktend, in den Punkkeoi 
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fe, m etc., wonach die geometrische Construction der Curve und 
ihrer Evolute sehr leicht herzustellen ist. Die Cycloide schliesst 
mit ihrer Evolute einen kleineren Raum ein, als Curven, die ihr 
zu beiden Seiten liegen und bis zu ihrem Durchschnitte mit der 
Abscisse x verlängert sind, auch einen kleineren Baum, als die 
Curve mit ihrer Evolute einschUesst, die in der Abscisse x 
denselben Punkt mit ihr gemeinschaftlich hat. 

in. Gegeben ist: » = / ( — ^ — jp' j dx. 

Es wird N rn -^, P =r — 2p\; demnach: -j-.+ ^fl.trs die 

X X 

Gleichung der Variations - Curve. 

Aus -§- + 2q =: folgt: d/>«r --.p^^ + C, und 

daraus y =r <slog — (- Cx. 

c 

Wird die Constante C so bestimimt, dass y für x •= c gleich 

üß 

Null wird, so folgt: y ^=^ alog —. 

c 

Die Bedingungs- Gleichung findet man aus F = 1 e^+p) J?» 
Es wird — / — p* = — -^ — 2p'^ , und daraus , wenn j? == -* 

substituirt wird : — c» =^ ö • Da für die Trans versal-Curve 

F = — -p ist, so folgt: -~- = ^ , und durch Integration 

2y'\~a :=: 2yx; ein System aufeinander folgender gerader Linien, 
die für y = sämmtlich den Punkt a = 2yx geben, so dass 
sie sämmtlich durch einen JPunkt gehen, und sich um ihn be- 
wegen , je nach den Werthen , die für y substituirt werden. * 

Zusatz. Dieses Problem verdient weiter verfolgt zu wer- 
den, sowohl wegen der Flächen -Gleichung, als auch, weil 

Vdx = l—— — p^j dx unter der Bedingung, dass dz allgemein 

gleich Null ist , für sich integrabel wird. Denn V =:: zerlegt 



8ichindieFactoren:(Ä4.|)(V^_|) =0, deren 

mtegrai (%? + ^)(%?-^^) = (% ^y-l = Oist. 

Und doch ist für diesen Werth V die allgemeine Fonnel; 

dP 
N — -j 1^.. nicht identisch gleich Null. 

§ 50. . 

Von hier aus gehen wir zu den Fällen über, von denen 
gelehrt witd, dass bei ihnen der Variations-Calcul nicht zur 
Anwendung kommen könne. Sie sind folgende: 

1) Die Gleichung: N — -j t"TT — •• = wird identisch 

gleich Null, woraus nichts geschlossen werden kann, weil keine 
Prämisse vorliegt. 

2 ) Die Gleichung : N — ^ — |- -r-^ — • • = wird einer con- 

stanten Grösse gleich, was ein Widerspruch ist, gegen den der 
Calcul nichts vermag. 

In beiden Fällen ist es jedoch nicht schwer, ein leichtes 
Versehen nachzuweisen, so dass der Variations-Calcul in den 
Ausdrücken fVdx überall zur Anwendimg kommen kann. 

dP 

Der erste Fall : N = h • • = identisch Null tritt ein, 

dx 

dP d^Q 
wenn dz = Vdx unbedingt integrirbar ist, denn N — ^ — |- -^ — .. 

= ist das Criterium der Integrabilität gegebener Differenzial- 
Gleichungen. Man findet daher sogleich durch Integration: 
z z=ifVdx-=:f{Xy y)j so dass die Flächen-Gleichung gegeben 
erscheint; diese Probleme gehören also in Abschnitt 11., und es 
können unendlich viele Variations-Curven für beliebige Bedingungs- 
Gleichungen abgleitet werden. 

Es ist im § 26 davon gehandelt worden. Ist z. B. Vdx = 

{y — {2y — x)p)dx gegeben, so wird N=il — 2p, Pz= — (2y — a?), 

dP 
daher N — -^ = (i — 2p) — (1 —2p) = 0, und diess ist ein 



JJJeicJ^en , , dass (y •— ( %^ — ßc)p) dx unbedingt integrirb*r ist. In jder 
That wird aucli a = oy — y^ , d. h. es wird sogleich die Flächen- 
Gkd^hung gefunden. » Fjir die Begründung der Löhre, da^s der 
Calcul b^i z zzz xy — y^ unbedingt eingreifen könne, während 
er %A^di''^Xy — ^ (2y — W)j))äa? (ivas doch ganz dasödbe is<^ 
nicht eingreifen könne , : lu>det sich kein .Gxqpd ix^ der lustoiisch^ 
Entwicklung der Variations- Rechnung. 

-' dP d^Q 

Der zweite Fall tritt ein, wenn N — ^ — |- -r^,— .. = 0, 

.eiQercpABtanten Grösse ^gl.eich wird, was ein Widerspruch ist. 
Z. B. a = /{xp-r-y^dx. Hier wird N =. — i, P;= x, d^juoach 

JV — ~^-r z=r. — 2 , während .N — ' w— = sein sollte. Bekanntlich 

: . dx . . - dx 

ist 55 z= f(xp — y)dx der analytische Ausdruck des. Problems, 
eine Curve zu finden, deren Seclor ein Maximum oder Minimum 
ist. Werden Polar-Coordinaten genommen, so ist: 2Sect-=zfu^dq>^ 
wosia «« d6n*Bädiix8 .und <jp den entsprechenden Winkel bezeich- 
net. Wird dieser Ausdruds: vanirt, so folgt: N-=z2u^ P = 0^ 
demnach JV r=: 0, u =0, ein Resultat, das keinen Widerspruch 
in sich schliesst, sondern anzeigt, dass es für die gewählte 
Variations -Gleichung eine solche Gurve einfach nicht gebe. Denn 
der l^aditis u = böieichnöf einen Punkt, nicbt eine Curve. 

Werden statt der Polar-Coordinaten die rechtwinkeligen 
Öoordihateh substitnii*{V 9 = arC- ig. — , u^ = x* + y', ' so ^olgt: 

2 Sect z=r f(xp — yyiix, und das nämliche Problem sollte nun lin 
dieser Forcii des Calculs den Widerspruch: — 2 7=^ geben? 

■ ••■•■■• ■ , §51. 

Die allgemeine Lösung beider Schwierigkeiten besteht darin, 

dass mfijn j \N -^ w^ ^" W^ — * •) ^^V = Oy (/Ldxdy •:= 0) 

als die einzige Variations ^Gleichung nimmt^ während § 38 be- 
wiesea wurde (worauf ajuch schon Süler hingedeutet hat),, dass 
(Jrei äquivalente Formeln ^intTetea: 1) Ldmdy =;:0, 2) (^fLdx)d^y 
== 0, 3) yd(^Ldx) = 0. Die erste Formel nimmt man in den 
allermeisten Problemen, während man in allen auch Formel (2) 
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und (3) experimentireii konnte. > Dte Formel (3.) miis» min ä«t 
g^KNumenT^erden, vro Ldx identisch ^ideb Null, ako.a ißir siieh 
iotegrabel ist. Und Fdvmel (3) wind genommidn^ -weinn L 9iaü> 
Nuß einer constiolten Grösse gimch wirdy weil dam^ dasDifir 
ferenzdal von Jj gleich Null mrd., was nicht ein Wi4erapirUi^ 
soofilern ein voUkomnien- brauchbares Besukat/^isti > . ^ . .. ' . 

Wird L — C, dann folgt: ' ' '"^' 

''=a+'>)(f+i+''+-). 

eine einige Gl^ichuiig fqr zwei upbekaimte Grossen^ nämlich 
(ür F (Be^ingiingiä-Gleicbui^) iind für die Variations - Cujcvi^y 
Es sind alsoaufdi in die^^m,. wie im zw€dten Falle ^ unen(^licb 
viel^ Auflösungen möglich, indem für andere Bedingungs-Gleichr 
ungen auch andere Variati^ns •Gleichungen hervorgehen. 

Beispiel Ist das Problem Vdx =:= (ocp — y) «fec gegeben, 
so ist F= xp — y\ N = — i:, F = x, L = — 2, und (C»0 

gesetzt) (xp -y) = (^ + p) (rJ^ + a:) , y =^^^J^. 

Werden nun beliebige Bedingungs- Gleichungen genommen,. z.B. 

xdbyc=3a, o?' ± «y* = 6' etc., so wird F=< — — I z=r qp i, 

ay ■ • . ^ , . . , 

— ^^ etc. 
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Diese Werthe in ypF z:zpfC'^2y substituirt, gebea Differetoialr 
Gleichungen zwischen Xyy^p ,., deren Integration die entsprechenr 
den Variaitions-* Gleichungen: liefert. 

Werden z. B. die Sectoren mit 26» bezeichnet, und ist « 
Orfinate, so ist-26i3 =/(a?, y) eine Flächen -Gleichung, in wel- 
cher eine gefundene Variations-Curve grössere oder kleinere 
Werthe von /? giebt, als alle rechts und links liegendei;i zur 
Bedingungs-Curye gezogenen anderen Curven. 

Zusatz. Den drei mögiieherweise eintretenden FälLen de]: 
Variation entsprechen genau die drei Formeln: Ldxdy.^^ Q4 
d^y/Ldx =a 0; yd(Ldx) = 0. Die erste Formel entspricht deki 
TollkoQHuen bestimmten Problemen ; zweite und deitte* Fomd 
entsprechen unbestimmten Problemen; sie geben aber nfichiiNidito^ 
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wie man «mimmt, sandern eine nnzlUige Menge riditiger 
LSeimgen; mid so weng, als in der Algebra die nnlieBtimBiite 
Analytik verwoirtea wird, ao wenig sind dieae Formeln an ver* 
werfen. Auch können dieae unaahligen Auflösungen dnrcli ander- 
wärts gegebene Bedingungen auf eine bestimmte AnrAhl be- 
schrankt werden , was Aen van der Nator der einzelnen Probleme 
abhängig ist. 

§52. 

Wenn nmi im Allgemeinen die Probleme dieses Abschnitts 
erledigt sind, so bleibt dennoch Mehreres nnd nicht Uni^chtiges 
ztL erläutern übrig. Denn die Methode der Grundlegung einer 
Theorie ist eine andere, als die der Theorie selber; wenn in 
dieser von festgestellten, sicheren Principien aus alle Lehrsätze 
abgeleitet werden, so gilt es bei der Gh-undlegung vielmehr, Alles 
Sehritt vor Schritt zu elementarisiren, damit jeder einzelne Punkt 
in seiner Bedeutung vollständig erfasst werde. 

Wir haben bisher nicht von den Grenzwerthen gehandelt, 
die in anderen Theorieen der Variation eine so grosse Rolle 
spielen; wir haben sie ausgeschlossen, unbedingt, absichtlich, 
weil die Variationen allgemein, und nicht bloss zwischen bestimm- 
ten Integral- Grenzen zu gelten haben. Diess ist sehr leicht zu 
beweisen. Jeder Satz gilt so, wie er abgeleitet ist. Braucht 
man zu seiner Ableitung gewisse Einschränkungen, damit er gül- 
tig bleiben kann, so gilt er nur unter diesen Einschränkungen; 
kann man ihn allgemein ableiten, so gilt er allgemein. Diess ist 
aber bei allen vorausgehenden Jjehrsätzen der Fall gewesen, mit- 
hin gelten die Variationen allgemein. 

Zudem ist die Untersuchung über die Grenzwerthe ganz 
allgemein analytischer Natur; sie trifft die Differenzial- und 
Integral -Rechnung, nicht den Variations-Calcnl, der nur eine 
Anwendung dieser Disciplinen ist. So wird a« B. die Theorie 
der Gleichungen in der Algebra behandelt, nicht aber in der 
Curvenlehre, obgleich sie in dieser eine sehr wichtige An- 
wendung findet. 
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Endlich weiss man, dass die Hauptgleichung dßr Variation 

N 3 f- -r-¥ — . . = schon bekannt war, ehe Lagrange 

dx ^ dx* ? & ö 

die Gesammt- Gleichung herstellte, die wir in unserer Ableitung 

als folgende kennen: 

+ W 

Nun giebt Gleichung (1), gleich Null gesetzt, die Variations- 
Gleichung. Allein die in (1) gefundenen Werthe machen Gleich- 
img (2), Gleichung (3) etc. weder einzeln noch in Verbindung 
unter einander gleich Null. Da man nun beharrlich das Variations- 
Differenzial dz mit dem Transversal - DiflFerenzial dz, welches 
allerdings gleich Null ist , verwechselte , und unbedingt das 
Variations- DiflFerenzial Vdx unter der Form dfVdx gleich Null 
haben wollte , so blieb kein anderes Mittel übrig , um alle Gleich- 
ungen (1), (2), (3) etc. wegzuschaflPen , als sie einzeln gleich Null 
zu setzen, und dann aus jeder bestimmte Werthe abzuleiten, die 
diess leisten, und die man Grenzwerthe nennt, Werthe, die das 
Variiren einschränken, weil nur für sie der gegebene Ausdruck 
Vdx gleich Null wird. 

Nun ist aber Vdx in der That nicht gleich Null, sondern 

gleich (II): (|+J>) ^ (| + ^- § + .. + (Q - ..)| + ..), wie 

Euler selbst in den §§ 47, 49 angeführten Beispielen setzt, so 
dass man irre wird, und den Grund vermuten kann, warum 
spätere Autoren eine Gleichung, die Euler in seinem Haupt- 
werke (Methodus inveniendi etc.) unbedenklich und mit Nutzen 
und Srfolg anwendet, ausser Acht lassen. Diese Formel, richtig 
aufgefasst, widerspricht der Theorie der Grenzwerthe. 

Man könnte daher versucht sein, zu schliessen, dass diese 

Grenzwerthe zu dem besonderen Zwecke ausgedacht worden sind, 

6 
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Gleichungen wegfallen zu machen , die einerseits unbequem sind, 
und andererseits nicht anders verwerthet werden können; und diese 
Gleichungen musste man wegbringen, weil sonst Vdx nicht gleich 
Null wird, und dieser Ausdrück sollte gleich Null sein, weil 
man das Variations-DiflFerenzial mit dem Transversal -Differenzial 
verwechselte, so dass eine Verwechslung, ein Irrthum, der Grund 
der ganzen Theorie der Variations-Grenzwerthe sein köimte. 

So zu schliessen wäre ungerechtfertigt, dieser Gegenstand 
hat einen tiefer liegenden Grund, der nun zu erforschen ist. 
Vielleicht gelingt es uns dabei auch, den Bemoulli'schen und 
Lagrange^schen Ideengang in genuiner Construction kennen zu 
lernen. — Wir schlagen einen Weg ein, der Anfangs ein Umweg 
zu sein scheint , der aber sehr bald und sehr rasch zum Ziele führt. 

§ 53. 
Es unterliegt nicht dem g^ingsten Zweifel, dass m Variations- 
Problemen des IL Abschnittes, in denen die Flächen -Gleichung 
gegeben ist, alle Curven, die mit der Variations-Curve den 
Punkt Xy y gemeinschaftlich haben ^ auch den gleichen Werth z 

gemeinschaftlich besitzen, da z =:/(a?,y) 
gegeben ist* Ist z. B. in Fig, XL die Liiüie 
Ock Variations-Curve, so haben die Para- 
beln pc, Oc den Punkte mit derVariations- 
Curve gemeinschaftlich, und die Ordinate z 
im Punkte c ist für alle Curven, wie sie 
\ auch inuner durch c gezogen sein mögen, 
l Jiy 2^ JT eine und dieselbe Ordinate. 

Wie stünde es nun, wenn diess auch für die Probleme des 
in. Abschnittes einträte ? Dann wäre z = yVdx statt Maximum 
oder Minimum für alle Curven, welche die Endpunkte mit der 
Variations - Curve gemeinschaftlich haben, eine und dieselbe 
Grösse, also für sie constant, so dass die Lösung des Problems 
gänzlich verfehlt wäre. Denn es ist bekannt , dass der Variations- 
Calcul bei Aufgaben des HI. Abschnittes in Ermanglung der 
Kenntniss einer Transversal- Curve gerade den gemeinschaft- 
lichen Endpunkt der mit der Variations -Curve verglichenen 
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Curven betont, und auch in diesem Falle singulär im Rechte ist, 
da die Variations - Curve nicht bloss im Vergleich zu allen auf 
die Transversal -Curve gezogenen Linien, sondern auch im Ver- 
gleich zu allen Linien, die mit ihr denselben Punkt, den Werth 
{x, y) gemeinschaftlich haben, ein Maximum oder Minimum sein 
soll. So giebt ( § 48 , Zusatz , Fig. X.) die Cycloide nicht blosö 
gegen alle auf die Normale gezogenen Linien, sondern auch gegen 
die Linie, die den Punkt r der Normale mit der Variations-Curve 
gemeinschaftlich hat, ein Minimum der Fallzeit, nicht eine Gleich- 
heit der Fallzeit, was eintreten würde, wenn die Ordinate », 
die in r beiden Curven gemeinschaftlich ist, auch für beide Curven 
denselben Werth hätte , wie diess in den Problemen des II. Ab- 
schnittes der Fall ist! 

§54. 

Diese Schwierigkeit ist nun zu heben. — In den Problemen 
des in. Abschnittes ist die Flächen -Gleichung nicht gegeben, 
sondern Resultat einer Integration , und werden in is = fVdx 
andere Curven, d. h. andere Gleichungen zwischen x imd y sub- 
stituirt, so erfolgen nothwendig andere Werthe von a, d. h. es 
erfolgen überhaupt andere Flächen, die über einander liegen, 
so dass dem nämlichen Punkte {x, y) in der Ebene XY ver- 
schiedene z als Ordinaten verschiedener Flächen entsprechen. 

Werden algebraisch verschiedene Gleichungen in fVdx sub- 
stituirt, so kann diess eine gänzliche Formveränderung der Functio- 
nen, nicht ein blosser Uebergang zu vorhergehenden und nach- 
folgenden Punkten einer und derselben Function sein. Eine gänz- 
liche Formveränderung der Functionen , von der man freilich nicht 
weiss, wie sie allgemein hergestellt werden soll, wird in den 
Theorieen des Variations - Calculs als der entscheidenste Punkt 
vorausgestellt, kann jedoch in keiner Weise bewiesen werden, 
weil sie bei den Variations -Operationen in der That nicht statt- 
findet. Denn in den allgemeinen Operationen hat man nur 
die Substitution von o? ± da? statt x, von y dz dy statt y etc., 
und diess ist nicht unbedingt eine Formveränderung der Functio- 
nen, sondern kann sogar selbst bloss ein Uebergang zu anderen 

Werthen einer und derselben Function sein. 

6* 
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Jedoch empirisch kann man die Formverändenmg sehr 
Wohl herstellen, imd Euler hat durch sein Verfahren, durch 
welches er Maximum und Minimum unterscheidet (§ 41), durch 
Substitutionen beliebiger Curven wahre Formveränderungen von 
Functionen vorgenommen. Er gebraucht diess aber nur aushilfs- 
weise bei der Entscheidung über Maximum und Minimum, die 
von dem Zeichen des zweiten Differenzials abhängig ist, er ge- 
braucht dagegen diese Substitution nicht beim ersten Differenzial, 
nicht bei der Ableitung der Hauptfunction, denn dabei hätte sie 
keinerlei Dienste leisten können. 

Nehmen wir z. B. das Problem § 48, das von der kleinsten 
Fallzeit handelt. — Wird in den Ausdruck: / -- ro~^ — 

die Gleichung der Cycloide substituirt, so erfolgt für einen be- 
stimmten Werth, z. B. a? = 2a, die Grösse der Fallzeit gleich 

;r/"-. — Wird in denselben Ausdruck die Gleichung einer 

anderen Curve, z. B. einer geraden Linie, substituirt, so ist für 
X -rz 2a^ die Gleichung der geraden Linie, die Anfangspunkt 
und Grenzpunkt {x z=.2a) mit der Cycloide gemeinschaftlich hat, 

(X 

Dieser Werth mit dem Werthe der Cycloide: ti^~ verglichen, 

zeigt, dass die Cycloide eine kleinere Fallzeit giebt. 

Die beiden FaUzeiten, die beiden gefundenen Werthe z^ 
entsprechen demselben Punkte a;, y, aber sie sind Ordioaten, 
nicht der nämlichen, sondern verschiedener Flächen. 

Diess ist Euler's Verfahren; man kann es überall empirisch 
anwenden, aber ohne Regel und nach blosser Willkür, und darum 
sind auch die Resultate nur für willkürlich gewählte Formen 
gültig; doch scheint diess Verfahren zutreffender zu sein, als 
das andere, das nur denUebergang zu vorhergehenden und nach- 
folgenden Werthen eiaer und derselben Function macht, denn 
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dadurch werden nur Werthe von ä verglichen, welche in der 
Ebene XY verschiedenen Punkten entsprechen, den Punkten (a?, y), 
(a?± da?, 1/ =fc rfy); und geschieht bloss dieses, dann scheint die 
Natur der Aufgabe verfehlt zu werden — eine Abirrung vom 
Problem, welche diejenigen vertreten mögen, die keine Bedingungs- 
Gleichung und keine Transversal -Curve kennen, und nur'Curven 
vergleichen, die denselben Punkt gemeinschaftlich haben sollen. 

Sie vertreten auch ihr Verfahren, indem sie sagen, dass 
gerade für die Grenzwerthe die Punkte, um die es sich handelt, 
zusammentreffen. Wenn diess wirklich zutrifft, und nicht eine 
blosse Behauptung ist, dann ist es eine richtige Antwort, aber 
dann ist der Preis , um welchen man sich aus der Schlinge zieht, 
zu gross; es wird nämlich die Allgemeinheit des Variirens ge- 
opfert, und diess ist eine viel zu theuer erkaufte Rechtfertigung. 
Und zudem ist mit diesem Opfer noch nicht einmal erwiesen, 
dass die für diese Grenzwerthe gefundenen Grössen z nicht durch- 
aus constant bleiben, was doch der Mittelpunkt der Frage ist, 
und um den es sich in Wahrheit allein handelt. — In der Wirk- 
keit steht es jedoch nicht so schlimm, denn das Ganze ist nur 
eine theoretische Beruhigung. Bei wirklichen Problemen nehmen 
alle Theorieen die Variation allgemein, z. B. Problem 45, 
in welchem Euler die Gleichung y z=z nx statt der Variations- 
Curve setzt. Diese Substitution gilt für alle Werthe von x, für 
x-=\aj a, 2a j etc., es mag dafür das Lagrange'sche (Jy gleich 
Null werden oder nicht. Doch ist nicht zu verkennen, dass diese 
Schwierigkeit , welche die ganze Theorie zu erschüttern im Stande 
wäre, eben so gut unser Verfahren trifft, das keine Formverän- 
derung, sondern vermöge der Differenzial- Operationen nurUeber- 
gänge von (o?, y) z\x {x zt: dx^ y ± dy) kennt, und nicht einmal 
Grenzwerthe in Anspruch nimmt, um nöthigenfalls dx oder dy 
verschwinden machen zu können. 

Dem wahren Ziele nun, etwa mit unendlich kleinen Grössen, 
dem gewöhnlichen, aber nicht zu rechtfertigenden Auskunftis- 
mittel, näher kommen zu wollen, daran kann nicht gedacht 
werden, denn es handelt sich nicht um blosse Annäherung , son- 
dern um wirkliches Zusammentreffen der Punkte oo^y^ und über- 
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diess auch um eine wirkliche Differenz der diesem nämlichen 
Punkte Xy y entsprechenden Ordinaten z. Denn dass die ge- 
fundene Function z nicht constant, sondern wirklich ein Maximum 
oder Minimum ist, das ist das Wesen der Variation, und indem 
wir den einen Punkt, die Coincidenz von {x, y) in's Auge fassen, 
dürfen wir den anderen, die Differenz von ä, nicht übersehen« 

§55. 

Die mit der Variations-Curve abc (Fig. XIL) zu vergleichenden 
Nachbar- Curven ayn, aßm werden erzeugt, wenn in der Ebene -XT 

statt der Ordinaten x, y die Ordina- 
ten 05 db da?, y zti dy genommen 
werden. (Wählt man für denselben 
Werth dx die Zuniahme dy so , dass 
sie der aus der Variations- Curve 
A hervorgehenden Zunahme von j/, also 



? 



Fig. XII. 




der Grösse ^y gleich ist, dann ent- 
fernt man sich gar nicht von der 
Variations - Curve , sondern bleibt 
gänzUch in ihr, und vergleicht nur 
ihre vorhergehenden und nach- 
folgenden Werthe von z unter sich.) 
Nimmt man jedoch die veillkürlichen Zunahmen dy verschieden 
von Jy^ 80 werden Nachbar - Curven erzeugt. Ist z. B. die 
Bedingungs- Gleichung cc = c, dann werden durch die Sub- 
stitution von beliebigen y db dy statt y, während x denselben 
Werth behält, Nachbar- Curven erzeugt. Giebt die Bedingungs-» 
Gleichung etwa die Transversal -Linie /?y, dann werden die Cur- 
ven aßm^ ayn erzeugt, indem man die aus der Bedingungs- 
Gleichung hervorgehenden da?, dy in oj ± cfac, y ± dy setzt, 
und diese Werthe in die Variations -Curve substituirt. Setzt man 
der Kürze halber ^ statt x ± dcc, 17 statt y ± dy, so ist die Gleich- 
ung dieser Nachbar-Curven z =:f (§, ?;) , wenn die Gleichung der 
Variations-Curve z zu (x,y)iat — Aber formverändernde, empirisch 
gewählte Curven abv, abw, die einen Punkt b mit der Variations- 
Curve gemeinschaftlich haben, werden dadurch nicht erzeugt. 
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Wie nun aber auch immer diese beliebigen, fonnverändem- 
den Curven (zbv, abw gewählt werden mögen, so giebt es jeder«- 
zeit entsprechende allgemein erzeugte Curven ayn, aßm^ deren 
Tangenten mit den Tangenten der empirischen, formverändem- 
den Curven in der mit ßy parallelen Linie 8 er zusammenfallen, 
so dass die erste,n Differenzialien von z der fünf (oder unendlich 
vielen) verglichenen Curven, a6c, abv, abw, aßm, ayn^ einander 
gleich sind (die Linien tp^ vf.i , qX . * .). 

Betrachten wir die beiden Curven ahw und aya (und das- 
selbe gilt von allen zusammengehörigen Curven), so haben sie 
im Punkte r die gleichen Werthe dz und auch die gleichen d?;, dj. 
Die der Curve ayw im Punkte y entsprechende Ordinate z werde 
mit z\ die der Curve abw entsprechende Ordinate z im Punkte b 
werde mit z' bezeichnet. Geht man durch Integration von dz 
zu z zurück, so erhält man die Ordinate y/c, wenn die Linie khf 
der Durchschnitt der Transversal- Curve mit der gegebenen 
Fläche ist. 

Von diesem Werthe yk weiss man, dass er grösser oder 
kleiner ist als bh (die Ordinate z für die Variations - Curve). 
Dasselbe weiss man von ßf^ denn diese Werthe yky ßf unter- 
scheiden sich von bh im zweiten Differenziale durch den Werth 
adJLdxdy y ein Werth, der für alle Differenzialien der Variations- 
Curve gleich Null ist, während er für die Bedingungs-Gleichung 
(Transversal- Curve) positiv oder negativ wird, je nachdem die 
Variation ein Minimum oder ein Maximum giebt. 

Diese Werthe von z sind analytisch: z =/(^, rj) 5= (J(x ^ dx, 
y ± dy) (wenn die aus der Bedingungs- Gleichung hervorgehen- 
den Werthe dxy dy genommen werden). 

Femer weiss man aus dem Fundamentalsatz des DifFerenzial- 
Calculs, d. h. aus dem Taylor'scken Lehrsatze, dass 
fix±dx,y±dy)=:fix,y)±d(f(x,y)+^d^(f(x,y) + ... 

Geometrisqh interpretirt sind aber z zz: f(x ± dx, y ± dy), 
z '= ykf z z= ßf etc., Ordinaten z, die in der Ebene XY auf 
den Punkten x±dx, y^dy senkrecht stehen, während / (x, y) 
die Ordinate hb ausdrückt, die in der Ebene XY auf dem Punkte b 
senkrecht steht. 



88 

Was sind nun aber d(f(Xyy)^ ^^ifi^^y) u. s. w.? Ebenfalk 
Linien, die in der Ebene XY auf den Punkten x, y senkrecht 
stehen und sich zu hh addiren, oder von hh subtrahiren, je nach- 
dem die Zeichen der verschiedenen Differenzialien beschaffen sind, 
wobei noch erinnert wird, dass zwar das erste Dffierenzial 
d(f(Xfff) gleich Null ist, aber nicht die nachfolgenden Dif- 
ferenzialien. 

Werden diese in demselben Punkte stehenden Linien zu- 
sammengenommen, so geben sie in obenstehender Figur die Linien 
b)(, b(p etc. etc. 

Nun ist aber endlich auch z" (das Resultat der Differenzirung 
in Bezug auf die Curve abw) ebenfalls gleich f(§, rj); es ist dem- 
nach auch für jede willkürliche , formverändemde und durch jeden 
beliebigen Punkt h der Variations - Curve gehende Linie aftto, 
aiw . . . die entsprechende Ordinate gleich &x, 6y, also für rechts 
und links liegende Curven grösser, wenn die Variation ein Mini- 
mum giebt (und kleiner, wenn die Variation ein Maximum giebt), 
so dass durch Integration Werthe von z hervorgehen müssen, 
die für denselben Punkt {Xy y) verschieden sind , also verschiede- 
nen Flächen entsprechen , was auch die Substitution irgend einer 
beliebigen Curve empirisch giebt. (Analytisch ergeben sich ohne- 
hiQ die gleichen Werthe von z und z'\ da diese Grössen durch 

w +1^)0" ^= ^ gefunden werden, und F, p, V 

für z wie für z" denselben Werth haben.) 

Zugleich ist erwiesen, dass für diese empirisch gewählten 
Curven die nämliche Ableitung der Variations -Curve, und das 
nämliche Criterium der Unterscheidung des Maximums und Mini- 
mums gilt, wie sie für die allgemein ableitbaren Curven aythy aßm 
gefunden worden sind. 

§56. 

Nun können wir sogleich den Ideengang verfolgen, den 
Lagrange und Euler (in den späteren Schriften über Variation) 
genommen haben. 

Für jede allgemein construirte Curve aya^ sowie für jede 
durch irgend einen Punkt der Variations -Curve gehende empirisch 
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angenommene Curve abto muss der Ausdruck /l da; dt/ gleich Null 
sein. Nun ist (L) für die Variations- Curve allgemein und für 
beliebig gewählte Curven singulär gleich Null, und bleibt gleich 
Null in allen nachfolgenden Differenzialien , weil in ihnen die 
Werthe des ersten DiflFerenzials substituirt werden. Für alle 
übrigen allgemein construirten Curven erhalten die zweiten und 
höheren Differenzialien von fLdxdy bestimmte Werthe und sind 
nicht gleich Null, weil in ihnen die Werthe der Bedingungs- 
Gleichung substituirt werden. 

Denn jede empirisch gewählte Curve (Pig- XIIL) abw, abv, 
die mdt der Variations - Curve abc einen behebigen Punkt 6 
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gemeinschaftlich hat, hat die Eigen- 
schaft, dass sämmtliche Ordinaten z 
der Variations - Fläche , die in der 
Transversale ßy liegen, auch für sie 
wie für die Variations-Curve grösser 
oder kleiner sind, als die Ordinaten in 6. 
Aber diess gilt nur für den gemein- 
schaftlichen Punkt b, nicht für andere 
Punkte, z.B. nicht für ?/, ^. Denn in der 
Transversale t]^ hat nur der Durch- 
schnittspunkt mit der Variations-Curve 
diese Eigenschaft , während für ?; und ^ die auf der Transversale 
vorwärts und rückwärts stehenden Ordinaten continuirlich zu- 
nehmen oder abnehmen. Ebenso in den Punkten v und w, da 
in der Transversal- Curve fgk nur ge ein Minimum ist, nicht aber 
auch vf oder wk. 

Weil aber für den Durchschnittspunkt jede beliebig gewählte 

empirische Curve die Eigenschaft der Variations-Curve hat, so 

gelten auch singulär für sie die Gleichungen der Variations- 

dz dz dz Fdz 
Curve Vdx = rr- rfv + 5- da;, und ^ tt- = , also auch die 

dy ^ dx oy ^-^ 




0. (Für 



dx 

daraus abgeleitete Gleichung : N — -= — |- -r-^ 

die Variations - Curve gilt diese Gleichung allgemein, für eine 
beliebig gewählte Curve aber nur für den Punkt , den sie mit 
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der Variations - Curve gemeinschaftlich hat. Eine solche Curve 
ist für diesen Punkt gleichsam wie die Variations- 
Curve, und keineswegs gleichsam wie ein^e Neben- 
Curve, z. B. ayn (der vorhergehenden Figur). 

Z. B. Im Problem § 45, IV, vergleicht Euler die gerade 
Linie y z:z nx mit der Veriations- Curve ax :=z 3y\ Für den Punkt, 
den beide Curven gemeinschaftlich haben, wird y rzi y ^ also 

ax = 3n^x^, n = V^tt- Für x zzz a wird n = >^-ö, für x = 2a 

ox o 

wird n = y^-u etc. 

o 

dP 
Nun ist in diesem Probleme : N — -^ [- • • = ox — 3y^, 

für die Variations- Curve allgemein gleich Null, hingegen fiir 
y zzz nx nur für den singulären Werth n = V^q-- Ebenso sind 

alle nachfolgenden Differenzialien von l N — -^ (" • • ) ^ ^® 

Variations - Curv e allgemein, und für di e gewählte Curve 
Singular gleich Null, so dass diese für ihre Nachbar -Curven 
in diesem Punkte ein Maximum oder Minimum ist, wie diess 
(§48, Zusatz) bei der Cycloide erläutert worden ist. Dort ist die 
Fallzeit einer geraden Linie , die einen Pnnkt r mit der Cycloide 
gemeinschaftlich hat, kleiner als die Fallzeit in den rechts und 
links von dieser Linie liegenden geraden X^inien. 

Hat die Variations- Curve diese Eigenschaft in allen Punkten, 
so hat eine gewählte Curve, z. B. die gerade Linie, sie nur in 
einem Punkte, hingegen können für jeden Punkt der Variations- 
Curve andere Curven gewählt werden, die wieder singulär für 
einen Punkt diese Eigenschaft haben. 

Indem nun Lagrange und Euler die Einschränkung auf sin- 
gulare Werthe , welche für die gewählten Curven gültig und noth- 
wendig ist, auf die Variations -Curve übertragen, für welche diese 
Einschränkung nicht nothwendig ist, müssen sie die Variations- 
Operationen als nur innerhalb -bestimmter Integral-Grenzen gültig 
erklären, was nur auf einer Verwechslung der Variations -Curve 
mit den empirisch gewählten Curven beruht. Darum fallen für 
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die Variation diese Grenzen unbedingt weg und mit ihnen auch 
die specifischen Untersuchungen über die Variations-Grenzwerthe. 
Der Ideengang Bernoulli's und Euler's (in seinen früheren 
Schriften, denn BernouUi hat die Bahn gebrochen, die Euler 
noch in: Methodus inveniendi curvas etc, verfolgte) findet hin- 
reichende Erläuterung in der vorausgehenden Figur. Bernoulli ver- 
gleicht nur Curven, die denselben Endpunkt b gemeinschaftlich 
haben. Die Vergleichung zweier Punkte b und r genügte nicht 
für die Variation, wie auch in der That noch der Punkt y dazu 
genommen werden muss. Und überdiess muss mit der Trans- 
versale ßy noch die Transversale ?;f verglichen werden. — Es 
bleibt bewunderungswürdig, wie Bernoulli von so schwachen 
Anhaltspunkten ausgehend, das richtige Variations - Resultat: 

dP d^Q 
N — -^ h -r-j — . . = ableiten konnte. 

§ 57. 
Vergleichen wir die voranstehenden Resultate mit den Re- 
sultaten des n. Abschnittes, so kann uns nicht entgehen, dass 
die Variations -Probleme des lU. Abschnittes vielfach anderer 
Art sind, als die Variations -Probleme des 11. Abschnittes. Denn 
in diesen haben wir eine Flächen -Gleichung gegeben, und un- 
endlich viele mögliche Variations - Curven ; in den Problemen des 
ni. Abschnittes hingegen haben wir eine Variations -Curve und 
unendlich viele verschiedene Flächen - Gleichungen, wenn die 
Bedingung festgehalten wird, dass die verglichenen Curven den- 
selben Punkt (x, y) gemeinschaftlich haben sollen. 

Die Probleme stimmen aber wieder überein, wenn in 11. 
Flächen- Gleichung und Bedingungs- Gleichung mit einander ge- 
geben sind, und wenn in HI. die singulare Bedingung weggelassen 
wird, dass die verglichenen Curven irgend einen beliebigen End- 
punkt gemeinschaftlich haben sollen. 

Dieser Unterschied und diese Uebereinstimmung kann uns 
nicht überraschen; vielmehr werden wir in Abschnitt IV. noch 
auf andere Differenzpunkte treffen, wo dann Alles, Ueberein- 
stimmung und Verschiedenheit genügende Erklärung finden wird. 



IV. 



Variation der Ausdrücke von der Form : z zm. f (x^y^ 'p^ q . .), 
in denen nebst den Veränderlichen x, y auch ihre Differen- 

zialien enthalten sind. 



§58- 

Wenn in der Entwicklungs- Geschichte der Probleme des 
vorhergehenden Abschnittes eine berühmte Curve, die Brachysto- 
chrone, den Anfang macht, so stehen an der Spitze der nun 
folgenden Probleme ebenfalls historisch berühmte Curven, die 
Ellipse und Hyperbel, weil in ihnen die auerst in Angriff ge- 
nommenen Probleme dieser Art ihre Lösung gefunden haben. 

Es sei z. B. das Problem gegeben: Werden auf der Abscisse OX 
(Fig. XIV.) in zwei beliebigen Punkten und X, zu welchen 



Fig. XIV. 




die Abscissen oc = und x = a ge- 
hören, die Senkrechten OF undXÄ errich- 
tet, so wird die Curve gesucht, welche 
die Eigenschaft hat, dass die Tangente 
jedes beliebigen Punktes c Theile von 
OY und Xk abschneidet, deren Product 
(Oa X ^k) ein Maximum oder Mini- 
X mum ist. 
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Da Oo = y — -r-, Xk = y + (o — ^) j^ ^s*? so wird 

z =r (y — xp) (y + (ö — ic)jP)5 der analytische Ausdruck des 
gegebenen Problems. 

Wird z total diflferenzirt , so wird 

dz = — (2i/ + (o — 2x)p) pdx + (2y +(a — 2a7)jp) dy + 
-f ((a — 2a?) 2/ — 2 (a — x) xp) dp. 

Da dy z=z pdx ist ^ so heben sich die beiden ersten Glieder 
dieses DiflPerenzials identisch auf, und es bleibt noch dz = 
((a — 2x) y — 2 {a — x)xp)dpf was genau dasselbe ist, als ob 
man in z die Grössen x, y constant und bloss p veränderlich ge- 
nommen und nach p allein differenzirt hätte. 

Das DiflPerenzial dz gleich Null gesetzt, giebt die beiden 
Gleichungen: dp = 0, und (a — 2x) y — 2{a — x)xp-=iOy welche 
integrirt, die erste die Tangente y =: ax -{- ß (die Linie hK), die 
zweite y'^ = Cx(a — a?) die Ellipse OcX giebt, wenn C positiv 
ist (oder die entsprechende Hyperbel für einen negativen Werth 
von C). Die Gleichung y^ = Cx {a — x) drückt überdiess aus, 
dass die gegebenen Punkte und -Xdie Scheitel dieser Kegel- 
schnitte sind. 

Wird in irgend einem Punkte c die Lage der Tangente hk 
positiv oder negativ verändert, d. h. geht die Tangente in die 
Secanten mn, ab über, so ist das Product der durch die Secan- 
ten mn, ab . . abgeschnittenen Linien (aO X bX) 1^1 ein er als das 
Product der durch die Tangenten abgeschnittenen Linien^ so dass 
die Ellipse OcX der geometrische Ort aller Maxima von z ist. 

Da femer das totale Differenzial von z gleich Null ist, so 
muss z.eme constante Grösse sein, was auch in der That der 
Fall ist, so dass die merkwürdige Eigenschaft der Ellipse (und 
Hyperbel) hervorgeht, dass die Producte der durch beliebige 
Tangenten in allen Punkten abgeschnittenen Linien hO und kX 
constant sind (was längst bekannt war), und dass überdiess 
diese Producte in Vergleich zu den von den entsprechenden 
Secanten abgeschnittenen Linien Maxima sind, eine von Lagrange 
zuerst bemerkte Eigenschaft dieser Kegelschnitte. 



94 

Von solchen Problemen aus hat die Lehre der oben bezeich- 
neten Variations- Ausdrücke begonnen. 

§ 59. 

Der Anfang dieser Entwicklung war etwas eigenthümlich. 
Euler bestritt bekanntlich, dass Probleme der Art zu den Varia- 
tionen gehören, und er war zugleich der Erste, der in einer 
1756 erschienenen Abhandlung „über einige Paradoxieen des 
Integral -Calculs" gerade diese Probleme ex professo behandelte, 
und von ihnen in anderer Hinsicht lehrte, dass sie jederzeit 
zweier Auflösungen fähig sind , einer durch Integration , die eine 
willkürliche Constante erfordert, und einer andern durch blosse 
DiflPerenzirung der gegebenen Gleichung. 

Und in der That, wenn z constant ist, so findet man die 
gesuchte Curve unmittelbar durch Integration von 

Cdx = {ydx — xdy) {ydx + (a — x) dy). 

Substituirt man aber zweitens in dieser Gleichung den aus 
dz =^ = ( (a — 2x) y — 2{a — x)xp) abgeleiteten Werth p, 
so erhält man eine Gleichung des zweiten Grades zwischen a? undy, 
die keine willkürliche Constante und auch keine DifFerenzialien 
mehr enthält, und deren algebraische Reduction die Ellipse oder 
Hyperbel giebt, je nachdem C positiv oder negativ ist. 

Diess vornehmlich betrachtet Euler als ein Paradoxon, dass 
die Differenzirung die Stelle der Integration vertreten könne, 
was allerdings merkwürdig genug ist. 

Später nahm Lagrange die Euler'schen Paradoxieen wieder 
auf, und behandelte sie mehrmals in seiner Theorie über die 
Functionen, sowie in seinen Vorlesungen über diese Theorie, 
wobei er fand, dass die Differenzirung dieser constanten Aus- 
drücke zugleich ein Maximum oder Minimum giebt, was wieder 
ein Paradoxon wäre, wenn es vom totalen Differenzial dz^ und 
nicht von den bloss partiellen Differenzialien nach p oder nach q 
u. s. w. verstanden würde. Denn in Hinsicht solcher partieller 
Differenzirungen sind hier allerdings Maxima oder Minima vor- 
handen. 
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Lagrange behandelt diese Schwierigkeiten öfter, sowohl bei 
der Lehre der Berührung der Curven, als auch bei den Kenn- 
zeichen der Unterscheidung allgemeiner und singulärer Integrale, 
und schliesst in der Functionen- Theorie 11, 60, unmittelbar vor 
Beginn der Variations- Rechnung die aufgestellten Resultate mit 
folgender Bemerkung: 

„Allgemein, wenn man die Curve sucht, in welcher eine 
gegebene Function von Xj y, —-y t-^ ein Maximum oder Minimum 
sein soll, so kann man solches rücksichtlich aller der Grössen 
y , -.-, 2 . . . . suchen, welches eben so viele verschiedene Auf- 
lösungen giebt, und man erhält, allgemein gesprochen, für jede 
gesuchte Curve eine Gleichung von der nemlichen Ordnung, die 
die gegebene Function hat. 

Wäre diese gegebene Function blos eine Function von den 
Elementen der Berührung a, 6, c ...., so würde man, wenn 
man das Maximum oder Minimum nach den letzten Grössen 

ö/u öl u 

y 3 -r-, -r^ sucht, nothwendig die nemliche Gleichung finden, 

welche man erhielte, wenn man die gegebene Function einer 
Constante gleich setzte. Hiervon kann man sich leicht über- 
zeugen. Denn setzt man die erste Ableitung von/(a, i, c....), 

nach der höchsten der Ableitungen -^, -r~ — genonmien, gleich 

Null, so erhält man die nemliche Gleichung, welche man findet, 
wenn man, allgemein, die erste Ableitung der Gleichimg 

/(a, h, c ) = ConsL 

nach oc , y , -j- ninunt. Hieraus folgt , dass diese beiden 

Arten von Aufgaben, obgleich im Grimde sehr verschieden, 
dennoch einerlei Resultate haben, und folglich auf einerlei Weise 
aufgelöst werden können." 

Lagrange entscheidet nicht, ob man rücksichtlich einer der 
Grössen j/, p, 9 .. difiPerenziren, imd die einzelnen Differenzialien 
gleich Null setzen soll, er sagt bloss, dass man es könne; er 
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sagt nicht, ob z bei Probliemen dieser Art nothwendig constant 
ist, er sagt bloss, man finde die nämliche Gleichung, die man 
erhalten würde, wenn man z einer Constante gleich setzte; er 
sagt nicht, dass Probleme dieser Art gerade Variations-Probleme 
sind, aber er setzt sie im Uebergang zu ihnen, und in den spä- 
teren Vorlesungen über die Functionen -Theorie tibergeht er ihr 
Verhältniss zur Variation mit Stillschweigen. 

Da bei Aufgaben dieser Art weder Newton^s und Leibnizens 
Herschergeist, noch Euler's und Lagrange^s determinirender Ver- 
stand die festen Grundzüge gezeichnet haben, so sind die Methoden 
ihrer Behandlung, namentlich was die Herstellung des zweiten 
Differenzials zur Unterscheidung des Maximums vom Minimum 
betrifft, noch ziemlich im Ur-Zustande, und haben wie jeder Ur- 
zustand Bequemes und Unbequemes durcheinander. 

Deutsche Mathematiker, die den Schritt, bei dem Lagrange 
zögerte, entschlossen thaten, haben das Verdienst, wenn es ein 
Verdienst ist, die Aufgaben dieser Art fürden Variations-Calcul 
gewonnen zu haben. Denn noch bleibt zu untersuchen, ob sie 
dabei wirkliche Variations- Probleme getroffen haben, oder nicht. 
Durch eine blosse Ueberschrift würden die Probleme das nicht 
werden, was sie nicht schon ihrer Natur nach sind, so wenig, 
als sie durch die Unterlassung einer Ueberschrift das verlieren 
könnten, was sie ihrer Natur nach sind, und ewig sein werden. 



§ 60. 
Ist allgemein z = /(^ii^, y, p, q -») gegeben, so wird 
dz = o- rf^ +ö- da?, und für die Bedingungs- Gleichung: = 

dz Fdz dz /i , \8« ,. n . TT • ^ 

d^~'dx' ^^^^"® dbc—\F^P)dy'^^ allgememeVariations- 

Gleichung abgeleitet wird. 

Q_, ^ 

Nun ist TT- = -7^ (Ndy + Pdp -f- Qdq + - •) ? ^^^ daraus: 
dz = (^J^^l^(Ndy +Pdp +Qdq + ,.), 
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Weil das Integral von dz gegeben ist, s =: f(x, y, p, q . •), 

= (^ + "^/{Ndy + Pdp 4- . .) -ffiNdy + Pdp + ..)d{~ + 1). 

Nuni8t/(2Vdy+P(^ + Qd<Z + ..=/(3r-g + 0-..)d3, 

+plP — ;r^ + ••) + •• ^^^^ ^^ ^®" Zeichen des vorigen Abschnittes: 
f(Ndy + Pdp+Qdq+..) =fLdy+pK. 
Weil endlich fLdy nothwendig gleich Null ist, so wird 

Zusatz. Wird L = N — -r 1- -r-y — .. identisch Null, 

oder auch gleich einer Constante, so muss statt L je eine der 
zwei äquivalenten Formeln des § 38 substituirt werden. Indem 
nun der eine oder andere Fall in den vorliegenden Problemen 
öfter eintritt, und auch anderes scheinbar Paradoxes vorkommt, 
dass z. B. die Oleichüng einer Tangente hervorgeht, während 
man die Gleichung der Curve selbst erwartet, so mögen diese 
Umstände Veranlassung zur Lehre gegeben haben, dass die 
Variations - Methode von Ausdrücken, die bloss DiflPerenzialien 
p, q.* enthalten, ganz anders sein müsse, als die Methode bei 
Integral- Ausdrücken, was doch in keiner Weise stattfinden kann, 
weil die Methode eine allgemeine , also überall eine und dieselbe 
ist, wenn sie wirklich als Variations -Methode eintritt, d.h. wenn 
die vorliegenden Probleme gleich den Problemen 11. und HI. 
vollkommene Variations -Probleme sind. 

§61. 
Aus » + c = (^ + ljpK---fpKd{^ + l) folgt, dass 

der Ausdruck fpKdl^ — h ^) integrirbar sein muss, weil der 

andere Theil der Gleichung: z -{- c wirklich integrirt ist. Jener 
Ausdruck muss daher gleich Null sein, und diess findet statt, 

7 
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wenn entweder pK = 0, oder f/f=^+li = ist. Ist pK = 0, 
dann wird s -f- c = 0, d. h. der gegebene Ausdruck ist noth- 
wendig constant ; ist d I ^ -f» i j z= 0, so wird z -f-c = ( ^ +^ )jp^- 

/ 1 \ 1 

I&t nun ^1^? — h^l ^= ^j so wird ^; — }- 1 z= c, oder da 

dx dp 
F :=z — -r (für die Bedingungs- Gleichung) ist: p = c — 1, 

woraus r == (1 — c)y -\~b als Gleichung der Transversal - Curve 
hervorgeht. Da jede der aufeinanderfolgenden Transversal-Cnrven 
mit der Variations- Curve einen Punkt gemeinschaftlich hat, weil 
ja dieser gemeinsame Punkt das absolute Maximum oder Minimum 
der Transversal - Curve bestimmt , so folgt c = , d. h. es 
erfolgt für die Transversal- Curve dieselbe Gleichung wie für 
die Variations - Curve. Für Probleme dieser Art giebt es daher 
keine Transversal-Curven , sondern, wenn man sich so ausdrücken 
will, die Variations- Curve ist ihre eigene Transversal - Curve, 
die alle Punkte mit sich gemeinschaftlich, und überdiess die 
Bedingung des Maximums oder Minimums in sich selber hat, 
gerade wie die Ellipse , von der am Eingange dieses Abschnittes 
gehandelt wurde, welche die Bedingung des bei ihr eintretenden 
Maximums in dem Uebergange ihrer Tangenten in die Secanten 
hat, so dass es für sie keine weitere Bedingungs - Gleichung 

giebt, als dr^ = dy. Ist aber c = 0, und d}j .= dy , so wird 

1 

£r--|-i = 0, und es folgt wieder, dass z constan^ ist, so dass 
jpp , 

alle Ausdrücke dieser Art; wenn sie Eigenschaften eines Maxi- 
mums oder Minimums haben sollen, nicht zufällig, sondern mit 
Nothwendigkeit constant sind, so zwar, dass wenn in Gleich- 
ungen dieser Art das Eine nicht stattfindet, auch das Andere 
nicht eintreten kann. 

Da sich nun die Variation im Allgemeinen auf veränder- 
liche z bezieht, so ist sehr die Frage, ob Ausdrücke von der 
Form: z r=r /{x^ y, p, q . .) zur Variations -»Rechnung gehören^ 
oder nicht. 
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§62. 

Die Behandlungsweise dieser Probleme ist sehr einfach. Bei 
ihnen können die aus der Verbindung der beiden Gleichungen 

d« =5 ~ dy -|- _ dx und = ^ F^ hervorgehenden For- 
meln nicht in Anwendung kommen, da für constante z beide 
Gleichungen identisch werden, also auch aus ihrer Combination 
nichts weiter geschlossen werden kann. 

Weil nun aber z constant ist, so muss das ganze DiflPeren- 
zial, nach jeder der Veränderlichen genonunen werden, so dass 
dz = Mdx + Ndy + Pap + . . =z hervorgeht. Heben sich 
mehrere dieser Glieder gegenseitig auf, so zeigen die übrig- 
bleibenden an, nach welcher Eigenschaft (Tangente, Normale, 
Krümmungshalbmesser etc.) der Ausdruck z ein Maximum oder 
Mii^mum giebt. Denn heben sich z. B. Mdx -j- Ndy gegenseitig 
auf und bleibt z. B. dz = Pdp = 0, so erhält man genau das- 
selbe, als wenn man den Ausdruck z bloss nach p differenzirte, 
und X und y unverändert liesse. Und weil dieses Differenzial 
nothwendig gleich Null ist (indem z constant ist), so muss ein 
Maximum oder Minimiun erfolgen. 

Die Entscheidung, ob die gefundene Function ein Maximum 
oder Minimum giebt, erfolgt aus dem Zeichen des zweiten Dif- 
ferenzials. Natürlich darf aber hier bloss nach der- 
jenigen Veränderlichen differenzirt werden, deren 
Differenzial dasjenige Glied in dz herausstellt, aus 
dem die Eigenschaft des Maximums und Minimums ab- 
geleitet wird. 

So ist z. B. im obigen Euler'schen Problem d« = ((a— 2x)y 
— 2(a — x)xpdp) = 0, und es wurde bloss nach p differenzirt. 
In demselben Sinne aufs Neue differenzirt ist d^z = — 2(a — x) xdp^y . 
ein Ausdruck, der für positive x, und weil rc <: a ist, negativ 
bleibt, also unbedingt Maxima liefert. 

Heben sich aber in dz einige oder mehrere der Glieder 
Mdx^ Ndy, Pdp.. nicht auf, so wird eines derselben, oder 
mehrere, beliebig welche, gleich Null gesetzt, und aus ihnen 
eine Relation gesucht, welche die übrigen Glieder miteinander 

7» 
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zu Null macht. Das Glied, aus welchem diese Relation gesucht 
wird, ist für Maximum und Minimum entscheidend, auch muss 
im zweiten DiflPerenzial wieder nach derjenigen Veränderlichen, 
aus der es selbst abgeleitet wurde, differenzirt werden. Sind es 
mehrere Glieder, aus denen diese Relation gesucht wird, so gilt 
für sie das Nämliche, wie für ein Glied. 

Beispiel. Gegeben ist: 
z = 2(x—pwy ^2{y +wy •^2ß(x—pw)A- ß^ 

(worin der Kürze halber w statt —^^-^ gesetzt ist). 

Es wird Mdx — (4 (o; —pw) — 2ß) dx; Ndy = 4 (y + w?) dy, 
Pdp = 2 ({ß — 2ix--'pw)) {w -\.^)+4 (y + w)^^dp, Qdq = 

— 2({ß'- 2(x—pw)p-^2(y + wU ( -^r^) ^' Setzt man be- 
liebig eines dieser Glieder gleich Null, z. B. das einfachste, 
Ndy , d.h. wird nun bloss nach y differenzirt, so wird y + «? = 0, 
oder yg + i -{-p^ = 0. 

Daraus ist eine Relation zu suchen, welche die Summe der 
übrigen Glieder Mdx + Pdp -f- Qdq gleich Null macht 

Die Gleichung yq -\- 1 -{- p'^ = integrirt giebt : py -}- x 

+ c zu 0. 

Unter der Bedingung, dass die willkürliche Constante c 
gleich — \ß gesetzt wird, geht diese Gleichung wegen y = — «? 
in den Ausdruck über: ß — 2(.r — pw) = 0, welcher, da über- 
diess (y + to) ^=0 ist , Mdx + Pdp + Qdq zu Null macht. 

Die Variations- Gleichung py -{- x — \ß = integrirt, giebt: 
y* + (x — JißY = r^, einen Kreis mit willkürlichem Radius, 
dessen Mittelpunkt durch die Coordinaten y = und (x — i/J) = 
bezeichnet wird. 

Um zu entscheiden , ob ein Maximum oder Minimum eintritt, 
wird Ndy noch einmal differenzirt, und bloss y als veränderlich 
genommen; diess giebt d {4(y -\- w)dy) = 4dy*, so dass die 
Variation Minima giebt. 
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Zusatz 1. Die gegebene Gleichung entspringt aus folgen- 
der Aufgabe *) : 

Man soll eine Curve von der Eigenschaft finden, dass, 
wenn man auf derselben einen Punkt M beliebig nimmt, den zu- 
gehörigen Krümmungs - Mittelpunkt bestimmt, und denselben 
mit zwei gegebenen Punkten A und B durch gerade Linien ver- 
bindet , die Summe der Quadrate dieser Verbindungs - Linien 
(AOy + (BOy grösser oder kleiner wird, als für jede andere 
Curve. 

Die gefundene Auflösung giebt einen Kreis , der seinen Mittel- 
punkt in der Mitte der geraden Linie AB hat , so dass die Summe 
der geforderten Quadrate gleich wird: ^ß^ +t^* = iß^y ®^® 
constante Grösse. Jede andere Curve, deren Mittelpunkt ß nicht 
in (in die Mitte der Linie AB) fällt, giebt Linien Ai2, BQ^ 
deren Quadrate eine grössere Summe geben, als -40* -H JBO*, 
was schon geometrisch aus der Lehre des Dreiecks bekannti« 
und auch ohne Zeichnung deutlich ist. 

Zusatz 2. Unsere Auflösung, in welcher bloss y als ver- 
änderlich genommen wird, vergleicht Curven, welche die Ordi- 
naten y, y+dy, y — dy haben. Die verglichenen Curven müssen 
aber, wenn sie Kreise sind, verschiedene Mittelpunkte haben, 
weil Kreise , deren Peripherieen durch verschiedene Puijkte (x, y\ 
(x + y + dy) , {x-^r y — dy) gehen, ihre Mittelpunkte nicht gemein- 
schaftlich haben können, worauf es ankommt, damit für die ge- 
fundene Variations - Curve ein Maximum oder Minimum eintrete. 
Dasselbe gilt allgemein von allen anderen verglichenen Curven. 

Zusatz 3. Ganz ähnliche Resultate erhält man, wenn 
Mdx :=. Oy oder Pdp = 0, oder Qdq = gesetzt werden; denn 
die Relation, welche die Summe der übrigbleibenden Glieder 
zu Null macht, bleibt dieselbe: ß — 2 {x — pw) = 0, wie sie 
aus Ndy = gefunden wurde. Uebrigens werden Gleichungen, 
die aus solchen Relationen abgeleitet sind, jederzeit nur sehr 
beschränkte Resultate liefern könne. 



^) Strauch II, Aufgabe 86; Stegmann p. 50. 
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§ 63. 

Noch ist zu erörtern, ob Probleme dieser Art zu den Yariatioiis* 
Problemen gezählt werden können. Man wird schwerlich irren, 
wenn man diess thut. Zwar wenn man es mit den Begriffen sehr 
genau nimmt, so ist zwischen veränderlichen und constanten Aus- 
drücken ein sehr grosser Unterschied. 

In den Variations - Problemen ist z veränderlich , und die 
Variations-Curve ist der geometrische Ort aller absoluten Maxima 
oder Minima der Transversal - Curven ; in gegenwärtigen Pro- 
blemen aber ist die genugthuende Curve der geometrische Ort 
aller absoluten Maxima und Minima, die für bestimmte Eigen- 
schaften dieser Curve eintreten; die Grösse z selbst aber, d. h. 
der gegebene Ausdruck, ist constant. Dadurch sind Untersuch- 
ungen gegeben, die mit den Variationen parallel gehen, und nur 
den Ausgangspunkt verschieden haben , indem sie auf constante 
Ausdrücke statt auf veränderliche bezogen werden. 

Ein reicher Calcul, wie der Differenzial-Calcul, hat natür- 
lich vielerlei Anwendungen. Doch da die Vermehrung von Titeln 
und Benennungen gerade nicht zum Frommen einer Wissen- 
schaft gereicht, so möchten die gegenwärtigen Probleme immer- 
hin den Variations -Problemen beizugesellen sein, weil sie mit 
ihnen eine sehr wesentliche Beziehung gemeinschaftlich haben. 
Finden sich ja auch zwischen den Problemen IL und HI. grosse 
Unterschiede, ohne dass die Probleme IL von den Variationen 
ausgeschieden und durch eigene Benennungen ausgezeichnet zu 
werden brauchten. 

Die eminente Stellung, welche die Probleme des dritten 
Abschnittes haben, bleibt ihnen unverkürzt, und die alten Au- 
toren hatten nicht Unrecht, wenn sie die Integral -Ausdrücke 
allein für wahre Variations -Probleme gelten Hessen. In Bezug 
auf die Wichtigkeit ihrer Resultate bei Erforschung der Natur- 
gesetze können die Probleme IL und IV. ohnehin keinen Vergleich 
mit den Problemen III. aushalten. 

Die Probleme des DI. Abschnittes sind der Mittelpunkt der 
Variationen; als Integralien umfassen sie die ganze Fülle der bei 
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«oicheii Aufgaben möglichen Combinationen : veränderliche z^ 
Transversal -Curve und Grösstes und Kleinstes nicht bloss gegen 
die. ?ur Transversale gezogenen Curven, sondern absolut gegen 
alle Curyen , die irgend einen Punkt oder eine beliebig gegebene 
Eigenschaft mit ihnen gemein haben. 

Die Probleme des II. und IV. Abschnittes hingegen ent- 
halten ' nur Bruchstücke dieser Fülle der Variationen ; die Pro- 
bleme IL haben zwar veränderliche z und grösste und kleinste 
Werthe in Bezug auf die Transversal - Curven , nicht aber auch 
in Bezug auf Curven, die beliebige Punkte und Eigenschaften 
mit der Variations - Curve gemein haben ; die Probleme IV. 
kennen weder veränderliche z noch Transversal - Curven , wohl 
aber grösste und kleinste W^erthe in Bezug auf Eigenschaften, 
die mit der Variations -Curve selbst gegeben sind, woher es 
kommt, dass auch nur Curven in Vergleichung gezogen werden, 
die diese Eigenschaft mit ihr gemein haben. So gilt z. B. die 
im -Probleme § 58 bewiesene Eigenschaft für alle Curven, die 
in irgend einem Punkte die gleiche Tangente mit der Ellipse 
haben, aber bei ihnen nur singulär für den tangirendeu Punkt, 
während sie bei der Ellipse als Variations - Curve allgemein für 
alle Punkte gilt. 

§ 64. 

Die Euler'schen Paradoxieen lassen sich nun sehr gut erklären. 
Ausdrücke , in denen sich mehrere Glieder des ersten Differen- 
zials identisch aufheben (und solche Ausdrücke untersuchte Euler), 
müssen für die übrigbleibenden Glieder dieselbe Integral-Gleichung 
geben , die sie selbst haben , sei es , dass die übrigbleibenden 
Glieder integrirt, oder dass aus ihnen imd aus der gegebenen 
Gleichung z der Werth p^ oder q. etc., eliminirt wird. Enthält 
z ausser x und y bloss />, wie es in den Euler'schen Problemen 
der Fall ist, so erhält man nach Eliminirung von p eine von 
DiflPerenzialien freie Gleichung, so dass in diesem Falle die 
DiflPerenzirung in Verbindung mit algebraischer Elimination die 
Integration vertreten kann. 

Etwas anders verhält es sich, wenn sich einzelne Glieder 
in dz = Mdx -|- Ndy + Fdp + • • nicht identisch heben, sondern 
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ein Glied, gleich Null gesetzt, die Gleichung giebt, welche auch 
die übrigen Glieder zu Null macht. 

Daraus können nicht unbedingt dieselben Integral -Gleich- 
ungen, wie aus dem Gesammt - Ausdrucke z, hervorgehen, aber 
sie sind doch so beschafiPen, dass sie dem gegebenen Ausdrucke 
vollkommen genügen, — Resultate, die wir nicht weiter verfolgen, 
da sie mehr den Integral -Calcul betreffen, und dem Zwecke 
der gegenwärtigen Abhandlung zu ferne liegen. 

§ 65. 

Endlich wird es wohl keiner Erklärung bedürfen, warum 
Ausdrücke von der Form z = f(x, y, p »-) erst nach den 
Ausdrücken von der Form z z=ff(x^ y,p..)dx behandelt worden 
sind. Es war nöthig, dass aus der Verbindung der beiden 

Gleichungen : dz = 0- ^3/ + 5- rfo? , und -^ ^ — = die ent- 
scheidende Variations- Gleichung abgeleitet wurde, was bei Pro- 
blemen von der Form z z=z f(Xy y, p, q . .) nicht möglich ist, 
weil bei ihnen die nöthigen zwei Gleichungen in eine zusanunen- 
fallen, indem ihre Grundlage z, statt veränderlich zu sein, con- 
stant ist. 

Und doch ist die Analyse der Variations- Hauptgleichung 
nothwendig, damit in bestimmtester Klarheit eingesehen wird, 
dass constante z und Maxima und Minima in den Problemen 
des vierten Abschnittes unzertrennlich verbunden sind. Diess ist 
auch der Grund, warum nicht nach der Variations-Hauptgleichung, 
sondern nach der für constante Grössen anwendbaren Methode 
verfahren werden muss, welche verlangt, dass nicht die Summe 
einzelner Glieder, sondern die Summe aller Glieder von dz 
gleich Null gesetzt werde. 



V. 

Schluss. 



§66. 

Mit den vorausgehenden Untersuchungen schliesst sich die 
gegenwärtige Abhandlung, da sie bei dem ihr vorgesetzten Ziele 
angelangt ist. Für die Grundlegung ist das Gegebene hinreichend; 
die Theorie selber aber wird allerdings das ganze grosse Gebiet 
zu umfassen haben. Denn noch sind die Functionen von mehr 
als zwei Veränderlichen, mit oder ohne Neben -Gleichungen, 
dann im Besonderen die theilweisen Maxima und Minima zu 
-untersuchen , welche die sogenannten isoperimetrischen Probleme« 
im strengsten Sinne des Wortes ausmachen. 

Das Gegebene ist daher nur Fragment, aber doch der An- 
fang und die Grundlage des Ganzen, und wer mit dem Gegen- 
stande vertraut ist, weiss, dass mit diesen Untersuchungen die 
Hauptsache entschieden ist. Finden sich noch Lücken, so sind 
sie wohl so lebhaft empfunden worden, als sie von Andern 
empfunden werden können; sie waren aber durch die fest- 
gesetzten Grenzen dieser Abhandlung geboten. 

§ 67. 

Ueberblicken wir die Resultate, so ist der Beweis geführt, 
dass die Variations- Operationen durchaus nichts Anderes als 
Differenzial- Operationen sind, und die im Eingange aufgestellte 
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Erklärung über Wesen und Inhalt der Variationen ist in voll- 
ständiger Durchführung erhärtet worden. Auch sind Bezeich- 
nung und Erklärung der Variationen , die Lagrange mit S be- 
zeichnet, und die in Wahrheit Differenzialien sind, rectificirt 
worden. Ein solches Zeichen, z. B. <Jy, ist in Bezug auf die 
Flächen -Gleichung die willkürliche, von keiner andern Grösse 
abhängige, also con s tan te Zunahme d^,* und erst durch Hinzu- 
tritt der Bedingungs - Gleichung wird sie von x abhängig, weil 
durch die Bedingungs - Gleichung die Variations-Curve bestimmt 
wird, in der y als Function von x erscheint, so dass für ein 
beliebiges dx die Grösse (iy vdaa er$t^ Glied der ganzen Zunahme 
von y, demnach bedingt, abhängig und veränderlich wird. 

Dadurch erledigt sich auch ein bekanntes Auskunftsmittel, 
das man gewöhnlich als theoretische Beruhigung vorausschickt, 
übrigens im Calcul selbst nichA aufwendet. Um nämlich begreif- 
lich CT machfö, wie Curven in reinem Punkte zusanjmeniyeflPen 
Jiiönnen, giebt man ihne» einen gleichen Factor;,, z. B. (a— x), 
und setzt .man jjLun (Jy rm: /t (o — a?), so v^erscb windet dy für 
^= ö, und die erzeugte Nebencurve wird, mit der Hauptaurve 
j^usammentreffen müssen, Abstract genompien ist diess ganz rich- 
tig, und nimjnt. sieh/ sehr (gut aus; aber irp gegebenen Falle ißt 
dy nichtjs^r Anderes aW das .Differenzial dy , u,nd die Factoren 
dißSjßs .Differenzials sind schon längst durch die Variations-Curve 
bestimmt , so dass man willkürliche F^^jtoren (a — x) weder ein- 
setzen noch wegnehmen kann,. Ueberdiess handelt es^sich nicht 
darum ^ dass dy, d. h. , dy gleich IjTull werd^ , sondern dass die 

dP d^Q 
Gleichu%: iV'-^;^— 4-T^^*^-== 0. eintrete. - # 

' • •' ■■• § 68: • 

Auch die Frage über die Grepzwerthe .der Variationen hat 
ihre richtige Stellung erhalten. Allerdings können bei den Varia- 
tionen singulare Werthe eintreten , wenn z. B. z für die Variations- 
CuiTVe .ßelbst ein, Qb^ojutes ^ai^dmunor ^ßr Minimum- wcd, . oder 
wenn die^ Gurve Wendepunkte u. dg^, hat, So ist z, B> djerMeri- 
(^ iA B^ug...fuf;4ie ,Par^ll^lkreifi|fi,,der ^eoip€)tri,8phe O^t. ^r 
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Maxima der auf dem Horizonte senkrecht «tehenden Ordinalen, 
und unter diesen ist die durch den> Zenith gehe^nde Ordinate ein 
absolutes Maximum, ein singulärer Werth. Diesa sind jedcK^b 
nicht mehr Variations-Probleibe, sondern gewöhnliche Differenaiajl- 
Probleme , und sind durch die Theorie der gewöhnlichen Maxima 
und Minima erledigt, so das« sie im Variations - Calcul keine 
andere Stelle haben, als dass sie in gegebenen iprpblemen al^ 
Anwendungen des Düferenzial - Calculs einfach herüber genommeu 
werden. 

§ 69. 

Im Verlaufe dieser Untersuchungen sind wir öfter auf Integral- 
Ausdrucke gestossen, deren weitere Verfolgung den Calcul selbst 
fördern könnte. Wir haben es, als unserm Ziele fremd und feme- 
liegend, übergangen. Doch sind Variation und Integration a^F^ 
Innigste verbunden, ja man kann sagen, dass der Integral^ Calcul 
vorzugsweise durch die ihm vom Variations - Calcul gelieferten 
Probleme gross und mündig geworden ist. Von entschiedenster 

dP d*Q 
Bedeutung ist die Hauptgleichung: N — -, — ^-"7~v — • • ^==^ ^9 

die zugleich Bedingungs - Gleichung der Integrabilität gegebener 

dP d^Q 
Differenzial-Gleichungen ist, in welchem Falle N — -^ + -j-^ . . 

identisch gleich Null wird. Der Beweis dieser Gleichung, ihre Ver- 
folgung und Ausbeutung nach allen Seiten hin hat Niemanden mehr 
besdiaftigt, als d^n grossen Analysten Ei4er,'d€di es störte^ einen 
so wichtigen Lehrsatz des Integral -Calculs auf die schwankendeia 
Variationen seiner Zeit gründen zu müssen. Und allerdings schdnt 
eine solche Ordnung der Beweise höchst sonderbar. .I^tegralr 
Calcul ist Theorie, Variations -Calcul ist Anwendung und sollte 
sich also auf die Theorie stützen, während umgekehrt der theo* 
retische Lehrsatz nur in der Anwendung, der Variation bewiesen 
werden konnte^ diess war für Euler ein fort und fort störendes 
Moment. Seine häufigen Erklärungen darüber sind unzweideutig. 

So schreibt er (Institut, calc.integr. III, Appendix Cap. HI, 96 
Scholion 1): ,, Deinonstratii) h'ojm tkeorematiH ommno est 8ingultii*is, 
^um ecc 4QQtrina variatianim^ 0J>eM((J|'y'<Jme't€^rj[^enub hoc os^gyfnentQ 
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prorms est aliena; vix vero alia via pcUet, ad ^us demons^rationem 
pertingendi.^ Etwas später, §104, setzt er hinzu ,^theoremata haec 
(diess sind zumTheile die aequivalenten Gleichungen §38 unserer 
Abhandlung) eo pulchriora videntur, quod eorum demonstratio ejus- 
modi prindpio innititwr, c^us ratio Mnc prorsus est aliena; propterea 
quod in his veritatilms nullum amplius vestigium variatiormm apparet; 
ex quo nuUum est dubium, quin demonstratio eOarn ex alio fönte 
magis naturali haunri queat,^ 

Diese natürliche Quelle, nach der Euler suchte, ist in den 
vorausgehenden Untersuchungen aufgedeckt worden, es ist das 
aus totaler und partieller Differenzirung hervorgehende zweite 

Differenzial : ^-g- dxdy + ^-^ dxf^ -|- ^ d*y. Den drei Gliedern 

dieses Ausdruckes entsprechen die drei äquivalenten Gleich- 
ungen § 88. ^ 

Wird ein solcher Ausdruck: ^— s- dxdy + ^-^ dy^ + ^ d^y 

durch partielle Integration auf Adxdy oder Bdy^ oder Cd^y 
gebracht, z. B. auf Adxdy (§36), so folgt durch totale Integra- 

tion: f Adxdy = ^ dy z=: fLdxdy + ^dy- Daraus folgt aus 

dem Wesen der Integration, wie §36 bewiesen wurde, dass 

L =■• N — -^ — ^"w^ — •• gleich Null sein müsse, und zwar 

identisch gleich Null, wenn die gegebene Differenzial -Gleichung 
für sich integrabel sein soll , so dass nicht erst eine Function «wi- 
schen X und y in sie substituirt werden muss. Denn wäre jene 
Gleichung nicht identisch gleich Null, so würde aus ihr eine 
Function zwischeil x und y gefunden, deren Substitution den 
gegebenen Ausdruck erst integrabel machte, der daher kein für 
sich integrabler Differential -Ausdruck sein könnte. 

Dieses Haupt - Criterium der Integrabilität gegebener .Dif- 
ferenzial -Gleichungen dz :=! ist ganz und gar dem anderen, 

aber schwächeren , Criterium der Integrabilität 5—5- = 5-^- 

oxVy oyox 

entsprechend , und wird auch aus derselben Quelle geschöpft und 
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bewiesen. Ist nämlich eine Differensiml- Gleichung von der Fonn: 

gpctr + i/;dy = gegeben, so muss ^ = ^ werden, wenn 

die Gleichung für sich integrabel sein soll. Diess ist im Grunde 

nichts Anderes , als dass 5—0- =^ 0— sr- » d* h. dass es einerlei ist, 

' dxdy dydx^ ' 

ob man einen Ausdruck zuerst nach x und dann nach y, oder 

zuerst nach y und dann nach x differenzirt. 

Also ist es die Eigenschaft eines Gliedes des zweiten par- 
tiellen Differenzials , das ein Criterium der Integrabüität liefert, 
während die Beschaffenheit dreier Glieder des nämlichen zweiten 
partiellen Differenzials das andere wichtigere Criterium der In- 
tegrabilität liefert. Aus der historischen Entwicklung des Integral- 
Caiculs kann nicht entnommen werden, warum der Beweis dieses 
wichtigen zweiten Criteriums nicht aus der Quelle geschöpft wurde, 
die doch durch den Beweis des ersten Criteriums schon bekannt 
und benutzt war. 

Niemand hat sich, wie bemerkt worden , mit diesem Gegen- 
stande so anhaltend beschäftigt, wie Euler, und es ist zu ver- 
wundern, dass dieser grosse Analyst den Beweis nicht fand, 
den er suchte, dem er nahe war, und dessen sämmtliche Elemente 
bereits vorlagen. Anders war es mit Leibniz und Newton in 
ihrem Verhältniss zum Differenzial-CalcuL Ihnen war ein noth- 
wendiges Zwischenglied des Verständnisses, der Taylor^sche Lehr- 
satz, unbekannt, der erst einige Jahre später entdeckt wurde; 
wäre ihnen dieser bekannt gewesen^ ihr herlicher Genius würde 
augenblicklich die wahre Theorie des Differenzial-Calculs ergriffen 
und festgehalten haben. 

§70. 

Mit dem Criterium der Integrabüität : N — -= — f- -5-— — . . := 

ist zugleich ein anderes wichtiges Moment gefunden. Es ist etwas, 
wenn man aus diesem Criterium weiss, dass eine Differenzial- 
Gleichung integrirt werden könne; es ist aber mehr, wenn man 
zugleich weiss , wie sie integrirt werden soll^ und das Beste ist, 
wenn die Formel selbst das Verfahren der Integration vor- 
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schreibt IHess geschieht aber in imserer* Ableitung, dadurdh 
dßs» die zweite Hanptforinel mit der ersten verbunden wird. Weil 

Jf — ;y^ + T^ — "< gleich Null ist , so bleibt noeh : rr- = Jf, d. h. 

Wird diese Gleichung integrirt, so folgt » :^= 0, während ^ 
keineswegs gleich Null ist. 

Die erste Hauptformel aber : jV -« 3 — [- -j-^ — . . , wenn sie 

nicht sogleich identisch Null wird, stellt den sogenannten integriren- 
den Factor heraus , durch dessen Multiplication die gegebene 
Gleichung integrirbar wird. 

Diess sind wichtige Lehrsätze des Integral-Calculs , die hier 
nicht weiter verfolgt werden können; wir begnügen uns, sie auf- 
gestellt und constatirt zu haben. 

■ §71. • 

In der Einleitung ist darauf hingedeutet worden, dass die 
Variations- Rechnung das wahre -Organ der Naturforschung sei. 
Sie ist es auch; aber sie muss als Organ vollkommen, und in 
ihrer eigenen Entwicklung reich genug sein, dass sie dem Reich* 
thum und der Weite 4er Natur genügen kann. Im Fluge ist die 
Naturwahrheit nicht .zu erhaschen, man muss dafür eine breite 
Grrundlage der Forschung haben. 

: Wenn man aun . bei wirklichen Problemen Allee untersucht 
und untersuchen kann, Variations- und Trandyersal«-Curve, Pro- 
jection und Fläche, alle einflussreichen Momente und die Gem- 
inationen-, die sie unter sich haben mögen, dann ist Hoffnung 
vorhanden, dass es gelingt, in den stillen und verborgenen Haus- 
halt der Natur 2u dringexu Allem, was im Flusse des Seins 
festistebend ist, All^od, was Art, Function, Bestimmung 
und Entelechie der Dinge ist, muss ein Maximum der zu 
erdeleBden Wirkung, und ein Minimum der verwendeten Kraft 
zu Grunde liegen und aufgeprägt seim , udd dieas . Gepräge mosa 



111 

das erkennbare Wesen der Dinge ausmachen. Darum ist es der 
Mühe werth, diess zu erforschen, und das Organ, das diese 
Forschung möglich macht, zur immer grösseren VoUkonunenheit 
auszubilden. 

§ 72. 

Und nun, wenn noch etwas zu erwähnen ist, so ist es die 
Methode, die bei der Auffindung der vorausgehenden Resultate 
eingehalten worden ist. Es ist die kritisch untersuchende, dia- 
lectische Methode. Auch wir kennen das Wohlthuende einer 
mehr objectiv synthetischeÄ Methode; aber diese kann erst nach 
gewonnenen Principien eintreten j und nicht schon bei dem Kampfe 
um diese Principien selber, nicht bei der Grundlegung der Theorie. 

Wir fragen ganz ofifeuj-^ob^es d^nj^ a^f ftndere i^^t mög^ch: 
gewesen wäre, die so lang andauernden Wirrnisse zu vernichten, 
und die so tief verborgene Erkenntniss des Wesens, und de'r 
Behandlungsweise der Variationen in bestimmtester Klarheit an^s 
Licht zu fördern , als gerade du^ch die tief einschüeidendö Kritik* 
und Dialectik der Methode , diö im Kampfe um Wahrheit und 
Erkenntniss ihre Rechtfertigung ündet. ^ 



Pag. 64 lin. 8 u. folg. steht: dritte Dimension und /*, während es yierte 
Dimension und /* heissen soll, wie pag. 65 verbessert worden ist Uebrigens ist 
diess ohne Einfluss auf den Gang der Untersuchung. 
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